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RESUMEN

Se estu dia la resp uesta de estructuras deformables solo

por corte, homogeneas, iso tropicas, [ijas en su base y
con sec cion transversal trap e c ial, som e tidas a la ac c ion

de terrem o to s. Se p re sen tan e xp resio ne s e xac tas para
el desplaz am iento , esfuerzo de corte y m om ento de

flexion, como [uncion del tiem p o y de la posicion,
em p lean do param etros adim ensionales. La ec u acion de

[recuencias se resuelve para t 4 estructuras di[erenres
que cub ren ampliamente todos los casos de in teres

p rac tico . Se de term inan los p rim eros diez modos norma­

les de vibracio n y se estu dia la relacion entre las raices

de la e cu acio n y el orden de los modos. Se calc ulan las

masas e quivalentes para los modos de vibrar considera­

dos, como [raecion de la masa total de fa estructura y
se e studia su variac ion al cambiar la sec cion transversal.

Em p leando cinco criterios de su p erp o sic io n modal se

estima el desplazam ien to , esfuerzo de corte y momento

de flexion m ax im os, como [uncion de la posicion.

INTRODUCCION

Varios c6digos m odernos de d isefi o slsm ico prescriben el an a lisis d in arn ico para
estructuras importantes que deben soportar terremotos. Aun cuando se acepta e l
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uso de cualquier m e t o do d in a rn ic o basado en las ecuaciones generales de la dina-
-
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mica, genera mente se acepta e ana ISIS rn arn ic o mo a

' , ,
.

Las estructuras continuas uniformes; tanto deformables solo por corte 0

por flexion han recibido la a t e nc io n de gran cantidad de investigadores y es

posible encontrar en la literatura tablas con todas las caracteristicas d in arn ic a s

necesarias para determinar r ap id am e n te la respuesta a solicitaciones dadas5,6,7,8,9.

Algunos estudios han sido realizados con el objeto de obtener la respuesta
de e stru c turas de inercia variable, pero el enfasis siempre ha sido puesto en o b te­

ner las r a ic e s de la e cu ac io n de frecuencias y expresiones para los desplazamientos
laterales, esfuerzo de corte y momenta de flexion para estructuras sometidas a la

ac c io n de terremotos.

Es n o tor io el vac io que se encuentra al tratar de hacer un a n alisis d in arn ic o

simple de estructuras deformables solo por corte 0 solo por flexion, de inercia

variable, sometidas a la ac c io n de terremotos. EI calculista no dispone, en general,
de relaciones que Ie permitan estimar r ap id arn en t e las masas equivalentes, aun

cuando tenga tabulada las formas de los modos de vibrar.

Husid, Asfura y AstrozalO facilitaron el a n alis is de un tipo de chimeneas de

inercia variable, deformables solo por flexion, al evaluar las integrales que apare­
cen en la e x p re sio n general de las masas equivalentes.

Vados autoresll ,12 ,I 3,14 han analizado estructuras deform abies solo por
corte con se ccio n transversal trapecial.

Husid 14
e stu d io la posibilidad de estimar la respuesta exacta de sistem as

continuos deformables por corte y con inercia variable sometidos a la acc io n de

terremotos, mediante criterios de su p erp osicicn modal y tabu lo las masas de los

20 primeros modos norm ales de vibrar para una sec c io n trapecial dada.

En el presente trabajo se estudia el problema general de la respuesta a

terremotos de estructuras de inercia variable, deformables s610 por corte, como

la que se presenta en Fig. I, con el objeto de sim p lific ar el a n alisis d i na m ic o de

ese tipo de estructuras.
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Fig. 1. Caracterlsticu de las esrructur as e stud iad as,
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ESTRUCTURAS ANALIZADAS

Se estudian estructuras lineales con se c c io n transversal trapecial, fijas en su base,
h o m oge n e as, iso tro p ic as y que se deforman solo por corte, Fig. 1. Se desprecia
el efecto de la gravedad, la in t er ac c io n suelo-estructura, la inercia rotatoria, la

deforrn ac io n por flexion y el amortiguamiento que pudiera tener la estructura.

Cuando la base se desplaza horizontalmente en z(t), la e cu ac ic n diferencial

del movimiento esta dada p or
! 4:

(1 )

donde v e y aparecen definidos en Fig. 1 Y a2 es la r az o n entre la densidad de la

estructura y el modulo de corte G.

Los modos norm ales de vibracio n resultan:

(2)

donde

v

Q =- (3)
H

(4)

10 es una fu nc io n de Bessel de orden cero y primera clase, Yo es una funcion

de Bessel de orden cero y segunda clase, Co es una func io n cilindrica de orden

cero , y ;\n es una raiz de la e cu ac io n de frecuencias.

Solucibn de la ecuacion diferencial

Sea la so lu cio n de e cu ac io n 1 del tipo:

-

y(v,t) - I:
n = 1

-

e; (t) x, (v) = I:
n = 1

(5)

donde los Bn(t) son funciones por determinar.

Resu Ita (acil verificar que Bn (t) tiene la siguiente expresio n para condiciones

iniciales nulas:

1

JtBn(t) =- Gn(T) sindn(t-T} dr
dn 0

(6 )
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donde

(7)

R2(An) d2z(t)
GnU) = ----

R 1 (An) dt2
(8)

(9)

(10)

Evaluando las integrales R2 (An) y R 1 (An) y recordando que de las condicio­

nes en la frontera se deduce

( 11 )

•

(12 )

,

y por ende se tiene:

(13 )

(14 )

Solucion de la ecuacion de frecuencias

La ecuacion caracteristica correspondiente a la estructura en estudio resulta:

(15)

Se calcularon las diez primeras ralces para 14 valores de�: 0.95; 0.90; 0.85;

0.80; 0.75; 0.67; 0.6; 0.5; 0.4; 0.33; 0.25; 0.20; 0.10 y 0.05.

En las Figs. 2 y 3 se han dibujado las r a ic e s calculadas en funcion del orden

del modo para d iez valores de �. Resulta evidente que se tiene una muy buena
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Fig. 2. Raices de la e cuacicn de frecuencias.
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Fig. 3. Raices de la ecuacion de frecuencias.

apro x im a c io n si se adopta una dependencia lineal entre A� y el orden del modo,
o sea, se puede estimar las r a ic e s con la e cu a c io n :

A� = ( 1 ) { 3.1" +
1.63p2 - 1.7613 - 0.85)1-P .jl-P

(16 )

La re lac io n anterior estima las r a ice s de la e cu ac io n de frecuencias con

errores de hasta 7% para el modo fundamental y errores menores del 2% para

los nueve modos siguientes.

Masas equivalentes
Cuando se realiza un a n a liais d in a m ic o modal de la estructura de Fig. 1, se irn p lica

la equivalencia d in arn ica que aparece en Fig. 4.
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Fig. 4. Osciladores equivalenre s.
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Las rn a sas equivalentes correspondientes a una e srru c tur a continua, como

la de Fig. I, e st an dadas pors:

Mn=
{ IfH1(V) Xn (v) dv

. 2 }
f;H l(v) { x; (v) f 2 dv

(17)

donde l(v) es la masa por unidad de largo y Xn (v) es la forma de vibrar de la

estructura en el modo n.

Desarrollando la ecuaci6n 17, se encuentra:

u; 200
100--­

MT 1 _ �2
{R2(A;) } 2

R , (A;)
(18 )

La re lac io n 18 fue evaluada para 14 valores de � y en cada caso para los

primeros diez modos de vibraciOn. Los resultados aparecen en Figuras Sa, 5b y

5c y de su observaci6n se desprende claramente que hay una dependencia casi

lineal entre � y Mn/MT para los modos de vibrar considerados.

En esta forma, basta haber determinado las masas equivalentes para un valor

de � dado, para leer de las figuras anteriores todas las masas equivalentes para
otro valor de �.

Los errores m ax im o s que las lineas de m inimos cuadros generan se presentan

para � = 0.5 Y 0.95 y alcanzan a: 0.5° /0 - 2.5° /0 - 2.5° /0 - 3.8% - 4.5% - 5.00/0 -

5.30/0 - 5.50/0 - 5.60/0 y 6.30/0 para los modos de vibrar: fundamental-segundo
modo -

....
- decimo modo, que son realmente peque no s.

Respuesta exacta

A continuaci6n se anotan las expresiones obtenidas por Husid y Saavedra'4:

a) Desplazamiento horizontal.

A;T, - Co(A;) t

y(a,t) = 1: fo Gn (r)sindn (t - r)dr
211' n = 1 A�

(19 )

b) Esfuerzo de corte.

Mg

-

It c, (r)sindn (t-r)dT
o

(20)
Q(a,t)
----_
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c) Momento de flexion.

Mf(a, t)
= __-_4_1r__ i

MgH (1-J31)gTl'X�n=1 S� Gn (T)sindn (t-T)dT (21)

Se hace notar que las relaciones 19, 20 y 21 son valid as para la estructura

que aparece en Fig. 1 Y para la cual se c urn p le B = H, 0 sea, tg8 = 2. A continua­

cion se analiza el caso en que B "* H.

Extension del estudio

En los parrafos anteriores se ha dado una solucie n para las caracterlsticas dinami­

cas y respuesta a terremotos de estructuras con seccicn trapecial y tg8 = 2. A

con tinu ac io n se indica como emplear los resultados anteriores cuando B es dife­

rente de H (Fig. 1).

Ecuacion diferencial del movimiento

Resulta simple demostrar que para B "* H, srgu e cu rn p lie nd o se la relacion 1.

Modos norm ales de vibrar

En vista de que la e c uac io n diferencial no se modifica, los modos de vibrar

tampoco cambian.

Desplazamiento horizontal

Como coinciden los modos norm ales de vibrar, los Bn (t) son los mismos que para

tg8 = 2 Y la relacie n 15 se cumple para B "* H.

Esfuerzo de corte

Resulta facil comprobar que

2
Q(v,t,8) = - Q(v,t,B = H)

tg8
(22)

pero como el peso total de la estructura, por unidad de longitud, Mg. vale:

2 { n? (1 - J31 ru }Mg=-
2

(23)
tg8

resulta

(M� ) (a,t,tg8 "* 2) = (�) (a,t,tg8 = 2) (24)

Asl se demuestra que el esfuerzo de corte dividjdo por el peso por unidad

de longitud para B "* H coincide con el correspondiente a B = H.
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Momento de flexion

Empleando la definicion, se puede demostrar que:

2
Mf(v,t,B =-Mf(v,t,tgB = 2)

tgB
(25)

y por en de, introduciendo la r e lac io n 23, se tiene

(M::) (v,t,B)= (Mf)MgH
(v,t,tgB = 2) (26)

Masas equivalentes
Cuando se usa la r e lacio n 20 se obtiene:

Mn(v,t,B)
2

- -Mn(v,t,tgB - 2)
tgB

(27 )

dividiendo por Mg (re lacion 23) miembro a miembro, se obtiene

( MMg" ) (v,t,B) - (:; ) (v,t,tgB = 2) (28 )

En esta forma se ha encontrado que conocidas las masas equivalentes, esfuer­

zo de corte y momenta de flexion para la estructura que cum pie la re lacio n B = H,
las expresiones correspondientes a estructuras en las que B *- H se obtienen multi­

plicando el valor obtenido para B = H por 2ltgB.

Resultados obtenidos al estimar la respuesta
Al estudiar estadisticamente la respuesta de estructuras sometidas a la ac c io n de

terremotos reales, resulta diffcil interpretar los resultados obtenidos. Esto se debe
•

fundamentalmente a que los acelerogramas registrados poseen duraciones, intensi-

dades, aceleraciones m axirn as
' 5

etc., que varian fuertemente, haciendo inadecua­

do suponer que dichos acelerogramas son muestras de una misma po b lac io n. Al

usar terremotos generados artificialmente, como e x c it ac io n para las e st r u c t u r a s ,

resulta posible hacer estudios estadisticos mas significativos de la respuesta, dado

que, por ejemplo, los terremotos artificiales pueden generarse facilmente con

du rac io n e intensidades dadasl 6.
En el presente trabajo se han empleado terremotos artificiales generados en

CALTECH 16
como so lic iracio n lateral para las estructuras analizadas. Un estudio

completo de las caractedsticas de los terremotos artificiales considerados aparece
en trabajos anteriores de Husid 17, 18.

La respuesta exacta maxima fue ohtenida para el desplazamiento, esfuerzo
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de corte y momento de flexion para todas las estructuras consideradas, para los

terremotos artificialesl6 nO 1 y nO 2, para tres valores del p er Io d o fundamental

(TI = 1.5 - 3.0 - 4.5 seg) y catorce valores de {3, Fig. 5. empleando diez modos de

vibrar y considerando 26 niveles.
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Fig.s. Masas equivalentes como fr acc ie n de Ia masa total.

Una vez conocidas las respuestas modales m ax im as, se p r o c e d io a calcular las

estimaciones d a d as por la su p e r p o sic io n en modulo S I, sup er p o sic io n cu adrat ic a

m o d ific a d a S3, el medio a r i t m e t ic o de SI Y S2, Y una c o m b in ac io n lineal. S5, de

SI y S2' Las formulas utilizadas fueron:

I 0

S I
- k IS;I

; = 1
(29 )
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(30)

SjSj
+ €�.

IJ

(31 )

(32)

S5 =e SI + (l-e)Sl (33 )

donde:

{ Wj4'Wj}€jj = to; to = d urac io n del sismo; e = constante.

La constante e, que aparece en la r e la c io n 33, fue determ inada separada­
mente para deformaciones, esfuerzos de corte y momentos de flexion para cada

estructura sometida a la ac c io n de un terremoto dado, usando el m e t o d o de los

m Irrim o s cuadrados. Los graficos con las estimaciones de la respuesta como frac­

cion de la respuesta exacta han sido omitidos por falta de e sp ac io ,

CONCLUSIONES

La su p erp o sic io n en modulo, SI, conduce siern pr e a estimaciones de la respuesta

por exceso, en tanto que la sup erp osicie n cu a dr at ic a, Sl, Y la su p erp o sic io n cua­

dratica modificada, S3, lIeva generalmente a estimar la respuesta exacta por
defecto. S2 y S3 resultan iguales para todo fin pr ac tic o.

Es posible estimar los valores m ax im o s de los desplazamientos, momentos

de flexion y esfuerzo de corte, para estructuras de inercia variables deformables

solo por corte, mediante criterios de su p er p o sic ie n modal mejores que la superpo­
sicion en modulo y que las superposiciones cu adrat ic a s.

Un criterio simple de superp o sic io n modal permite estimar en buena forma

la respuesta maxima de las estructuras de inercia variable consideradas cuando su

base es sometida a la accicn de terremotos:

1
S=-(SI+S2)

2

donde 51 Y 52 son las estimaciones obtenidas mediante los criterios de superposi­
cion en modulo y cuadrarico, respectivamente.

Es posible emplear la relacicn que permite evaluar las ralces de la e cu ac io n
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caracterlstica en fu nc io n de {3 y del orden del modo que se presenta en este traba­

jo, incurriendo en errores bastante reducidos.

Empleando las Figs. Sa, 5b y 5c, basta haber determinado las masas equiva­
lentes para un valor de {3 dado, para obtener todas las masas equivalentes para otro

valor de {3.
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.' STRUCTURES WITH VARIABLE INERTIA SUBJECTED TO EARTHQUAKES

SUMMARY:

The earthquakes response of structures with deformation essentially by shear,

homogeneous, isotropic, fixed at their base, with trapezoidal cross-section is

studied. Exact formulas are derived for the displacement, shear, and bending
moment, as a function of time and position, using dimensionless parameters.
The frequency equation was solved for 14 different structures, which cover well

all the cases of practical interest. The first 10 normal modes of vibration were

determined and the relationship between the roots of the frequency equation
and the order of modes is studied. Equivalent masses for the normal modes

considered are calculated as a fraction of the total mass of the structure and a

study is made of their variation when the cross-section is modified. Using 5

modal superposition techniques the maximum displacement, shear and bending
moment, as a function of position, are estimated.




