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RESUMEN

Se determina el movimiento de un disco rigido ubicado

sobre la superficie de un semi-espacio eliastico y excitado

por una fuerza armonica paralela a la superficie del

seml-espacio, Gladwell ha reducido este problema con con

diciones de borde m ixtas a la solucion de un sistema de

ecuaciones integrales de Fredholm. En este articulo se pre
sent« una formulacion alternative, basada en el metodo

propuesto por Westmann, que conduce a ecuecianes inte

grales mas apropiadas para una solucion numerica y asin

totica. Se presenta un desarrollo asintotico de la relacion

[uerx« - desplazamiento, valido para frecuencias bajas, y
se comparan los resultados ob tenidos por Gladwell y

Bycroft.

INTRODUCCION

EI problema de las vibraciones horizontales de un disco circular rigido ubicado

sobre la superficie de un semi-espacio elastico desempei'ia un importante papel en
el disei'io de fundaciones de maquinas, aSI como en el estudio de la interaccion

suelo-estructura durante terremotos.

Este es un problema de naturaleza dinamica con condiciones de borde mixtas

en el cual las tres com ponentes del vector desplazamiento estan presentes bajo
el disco mientras que las tracciones en la superficie del semi-espacio fuera del

disco Ion nulas. EI problema aSl planteado presenta nurn eroaas dificultades, hasta
el punto de que solo el caso estatico ha sido resuelto.1
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Con el objeto de obtener una so lucio n aproximada, Bycroft2 supuso que la

componente vertical del desplazamiento en toda la superficie del semi-espacio era

cero, y adem as para evitar las condiciones de borde mixtas supuso que las tr a cc io

nes bajo el disco en el caso d in am ico eran proporcionales a las correspondientes
tracciones en el caso e st at ico .

We strn ann'', estudiando el caso e st at ico , supuso que la componente normal de

la traccio n en toda la superficie del semi-espacio era cero. De esta manera, de

tres condiciones de borde mixtas se dejan solo dos. La so lu c io n asi obtenida se

aproxima ala obtenida por Gladwelll para el caso e st a t ic o , La diferencia principal
entre ambos resultados e st a en el tipo de singularidad que se presenta cerca del

borde del disco.

Gladw e l!", haciendo uso de los m e to do s de Busbridge y Noble, redujo el

problema d in am ico relajado, i.e., suponiendo que la componente normal de la

traccio n en la superficie del semi-espacio es cero, a la so lucien de un sistema de

dos ecuaciones integrales de Fredholm y obtuvo una so lucie n asin to ric a valida

para frecuencias bajas. Un inconveniente de la so lucio n de Gladwell es que el siste

ma de ecuaciones integrales por el obtenido resulta inadecuado para una so lucie n

nurn er ic a a dem as de hacer engorrosa la so lucio n asinro ric a.

EI objetivo de este trabajo es estudiar el mismo problema din am ico relajado
pero usando como alternativa e l m e ro do propuesto por Westmanns. De esta

manera se reduce el problema a la so luc io n de un sistema de ecuaciones de

Fredholm, que tiene la ventaja de prestarse a una so lucio n n um er ica ala vez que

simplifica la so lucio n as in to t ic a,

En el capitulo de ecuaciones b asic as se presentan las representaciones integra
les de los desplazamientos y tensiones. Estas representaciones son usadas en el

capitulo siguiente para reducir formalmente el problema con condiciones de borde

mixtas a la so lucio n de un par de ecuaciones integrales de Fredholm. En el capitu
lo de tensiones de contacto se presentan expresiones para tales tensiones bajo el

disco, asi como para la fuerza total aplicada, en terminos del desplazamiento del

disco. Por ultimo, en el capitulo final se obtiene una so lucio n aproximada para
frecuencias bajas y se comparan los resultados con aquellos obtenidos por
Gladwell y Bycroft.

ECUACIONES BASICAS

En 10 que sigue se hara uso de un sistema de coordenadas ciHndricas " 8, z;

el plano ,-8 coincide con la superficie del semi-espacio, estando el eje z dirigido
hacia el semi-espacio. EI semi-espacio elastico hom ogeneo e iso tropc queda carac

terizado por la densidad p, e l modulo de corte Il y la razon de Poisson a. Et disco

rigido de radio a e st a ubicado en el plano z = 0 y su centro coincide con el origen
del sistema de coordenadas.
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Para oscilaciones de regimen de frecuencia w, el vector desplazamiento
(u" u8' uz) exp (iwt) debe satisfacer las ecuaciones de movimiento de la teoria

lineal de la elasticidad en coordenadas cilindricas. Sezawa6 ha presentado una

so lucio n de estas ecuaciones de movimiento en la cuallos desplazamientos en el

plano z = 0 quedan dados por

u, (ar', 8,0) = au: (r') cos 8 (1)

»e (ar', 8, 0) = aU8 (r') sen 8 (2)

Uz (ar', 8, 0) = au; (r') cos 8 (3)

siendo r' - ria. En esta so lucien

u: (r') - u8 (r') = J� Ie [FI (Ie) - C(Ie)]Jo (ler') die

u: (r') + u(; (r') = - r� Ie [FI (Ie) + C(Ie»)J, (ler') die

u; (r') - r� F, (Ie)JI (ler')die

(4)

(5)

(6)

en que

FI (Ie) = - A (Ie) + II, B(Ie) (7)

F, (Ie) = III A (Ie) - Ie' B (Ie) (8)

es una frecuencia adimensional, Y l' = (1 - 20)/2 (1 - 0).
Para representar solo ondas que se propagan hacia fuera del disco se requiere
que R e III, II, ;;;. O.

Las tensiones o,z, 08z, ozz en el plano z = 0 correspondientes a esta solucicn

son

O,z (ar', 8,0) = 1l0;z (r') cos 8 (9)

08z (ar', 8, 0) = Il08Z (r') sen 8 (10)

Ozz (ar', 8, 0) = Ilo:z (r') cos 8 (11 )

en las cuales

o� (r') - 08z (r') - I� Ie[F3 (Ie) + II, C(k)] i, (kr') die (12)
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09" (r') + 09" (r') = - r� Ie [F 3 (Ie) - "2 C(Ie)) 12 (ler') die

0;" (r') = f� F4 (Ie) 11 (ler') die

(13 )

(14 )

siendo

(15 )

(16 )

Las funciones A(Ie), B(Ie), C(Ie) que figuran en estas expresiones se ran deter

minadas imponiendo las condiciones de borde.

OBTENCION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES

Suponiendo que e l disco rigido oscila con un desplazamiento Aexp (iwt) en la

direccicn 8 = 0, resulta que las condiciones de borde relajadas son

"r (ar', 8, 0) = A cos 8, "8(ar', 8,0) = -A sen 8 (0 < r' < 1)

Or" (ar'. 8, 0) = 0, 08" (a,', 8, 0) = 0 (1 < ,'< 00)

0"" (ar', 8, 0) = 0 en todo el plano z = o.

Considerando las ecuaciones de la se cc ie n anterior se encuentra que para
. satisfacer las condiciones de borde es suficiente que F. = 0, y que

f� Ie [Fl (Ie) - C(Ie») 10 (Ie,') die = 2Ata (0 < ,'< 1) (17)

rooo Ie [Fl (Ie) + C(Ie)] 12 (ler') die = 0

r� Ie [F3(1e) + II:aC(Ie)] 10 (Ie,') die = 0

[000} Ie [F3(1e) -1I2C(Ie)] 12 (Ie,') die = 0

(0 < ,'< 1) (18)

(1 < " < 00) (19)

(1 < ,'< 00) (20)

Puesto que F.(k) = 0, de las ecuaciones (16), (7), (8), (15) resulta que
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B (Ie)
al - 2lel

= -

0
A (Ie)

2u1 le2

Introduciendo las funciones 1/1, (Ie), 1/11 (Ie) tales que

resulta

leC(Ie) =
2�

[1 + H1 (Ie)] Ie-' 1/12 (Ie)
a

(22)

siendo

H1 (Ie) =_Ie_ - 1
III

(23)

Al substituir las expresiones (21) y (22) en las ecuaciones (17) - (20), estas
ultimas se reducen a

foo [1/1, (Ie) + 1/11 (Ie)] 12 (Ie r') die = 0 (1 < r' < 00) (24)
o

rooo [l-o)1/I,(Ie)+ 1/I2(1e)]Ie-' 11 (ler')die = 11 (r') (O<r'< 1) (25)

r [-1/1, (fe) + 1/11 (Ie)] 10 (ler') die = 0 (1 <,' < 00) (26)

roooJ [-(1-o)1/I,(Ie)+ 1/11 (Ie)] Ie-' 10(ler') die =/4(r') (O<r'< 1) (27)

en que

/1 (r ') -
- f� [H, (Ie) 1/1, (Ie) + H1 (Ie) 1/11 (Ie )] Ir -, 12 (Ir r') die (28)



6 REVISTA DEL IDIEM voL 12, nO I, mayo 1973

En particular, para el caso e stat ico (40 = 0) se tiene que HI (k) = H2 (k) = 0

y f2(r') = 0, f4(r') = -1. EI sistema de ecuaciones integrales duales resultante para
este caso coincide con las ecuaciones ya obtenidas por Westmann�

En el caso d in am ico (ao =1= 0) es posible reducir formalmente el sistema de

ecuaciones integrales duales (24) - (27) a un sistema de dos ecuaciones integrales
de Fredholm. Para este objeto se u sar a el m eto d o propuesto' por Westmann.s
De acuerdo con este m e t o d o la so lu cio n formal del sistema (24) - (27) es

I (2)
1/2 3/2

"'I(k) =

2-a 1T k II 1/2

o
[IPI (t) J-I/2 (kt) + 1P2 (t) J3/2 (kt)] t dt (30)

I (2 )1/2 3/2
"'2 (k) =

2-a 1i
k II 1/2

o

[-IPI (t)J-I/2 (kt) + (I-a) 1P2 (t)J3/2 (kt)]t dt
(31)

en la cual

IPI (t)
d It rf4 (r)dr

-

dt
0 (t2 -r2) 1/2

1P2 (t)
a � d ft rf4 (r) dr -I r: rf4 (r) dr += -t

2( I-a) dt
0 (t2 -r2 ) 1/2 (t2 -r2) 1/2

(32)

(33)

Haciendo uso de las ecuaciones (28) y (29) Y de la integral de So n in e

A> 0, ,,>-1

resulta que las ecuaciones (32) y (33) conducen al sistema de ecuaciones integrales
de Fredholm

IPI (t) + I: [K 11 (t, t') IPI (t') + K 12 (t, t') 1P2 (t')] dt' = 1 (34)

(I-a) 1P2 (t) + J: [K21 (t, t') IPI (t') + K22 (t, t') 1P2 (t')] dt' = 0, (0"; t"; 1) (35)
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en que

KlI (t, t') - (tt')
1/2

J� [HI (k) + H2 (k)] 1.1/2 (kt) 1-1/2 (kt') kdk (36)2-0

K12 (t, t') = (tt,)1/2 J� [HI(k)-(1-0)H2(k)]1_1/2(kt)1'/2(kt') kdk (37)2-0

K21 (t, t') = (tt,//2 )� [HI(k)-(1-0) H2(k)]1,/2 (kt) 1_1/2 (kt') kdk (38)2-0

K22 (t, t') = (tt')
1/2

)� [HI (k) + (1-0)2 H2(k)]1,/2 (kt) 1'/2 (kt') kdle (39)2-0

De esta manera se ha reducido el problema dinam ico con condiciones de

borde mixtas ala so lucie n del sistema de ecuaciones integrales (34), (35). Una vez

que se ha resuelto este sistema, ya sea numer icam en te 0 asin to ricam ente, es posi
ble calcular todas las componentes del vector de desplazamiento y de la tension.

Las ecuaciones integrales (34), (35) estan definidas en un rango finito para

las variables t, t'i en oposicion a las ecuaciones integrales obtenidas por Gladwell�
Esta caracterlstica, mas el hecho de que los nucleos Kpq (t, t') pueden ser calcula

dos por medio de integrales entre Hmites finitos, como se vera en el capltulo final,
hacen posible la solucicn num erica y facilitan la solucion asintotica del sistema.

TENSIONES DE CONTACTO

Las tensiones de contacto entre el disco y el semi-espacio elastico se obtienen

substituyendo en las ecuaciones (12), (13) las expresiones de F,(Ie) y C(k) dadas
por (21), (30), (31), resultando

* * 4A 1 d fl [2�1 (t)-0�2 (t)
0,% (r)-08% (r) =

(2-0)11'11 -; dr r (t2,.2 )1/2
t +

11* * 4A d
o r + 0 r = - r-
r% ( ) 8% ( ) (Z-o)11'11 dr r

t-I �2 (t)
(t2 _,2 P/2

(41)

La fuerza horizontal total Pexp (iwt) aplicada al disco en la direccie n 8 = 0

queda dada por
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p =- r21T fa
Jo Jo (O,z cos 8 -08z sen 8) r dr d8

Haciendo uso de (9), (10), (40), resulta

p -

1

10 I{)I (t) d t

Esta ultima ecu acio n permite obtener la re lacio n fuerza-desplazamiento en

terminos de la frecuencia adimensional ao y de los p ararn et ro s 0, p. y a. Las ecua

ciones (40), (41) muestran, de spues de una inregracion por partes, que las tensio

nes de contacto O,z Y 08z tienen una singularidad del tipo (al-rl fill en la vecin

dad del borde del disco, i.e. cuando r ... a. Esta singularidad es dpica de los

problemas de contacto relajados.

SOLUCION APROXIMADA DE LAS ECUACIONES INTEGRALES

Es posible demostrar que los nucleo s definidos por las ecuaciones (36) - (39)
pueden ser expresados para t � t' en la siguiente forma

KIl (t, t') = -j
a�(tt,)l/l
4(2-0)

(43)

Kil (t, t') = -j
a� (tt') III fol4(2-0) J

(44)

. a� (tt,)l/l 11Kli (t, t') = -I ----

4(2-0) 0

(45)

1 (tt') III �01K (t t') = _j _a_o _

11 ,

4(2-0)

(46)
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donde

411'(S2 -1) 1/2 S2
F '(S)

6 (�-s) +
(1-�2 )

1/2 �2
.::11 (�)

(47)

(48)

En la ecuacibn (47), s es la ra{z positiva de

6 (�) es la funcibn delta de Dirac y H (�) es la funcibn de Heaviside.

Las expresiones correspondientes de los nucleos para t"; t' pueden obtenerse

de las anteriores considerando las relaciones

K 11 (t, t') = K 11 (t', t), K 12 (t, t') = K21 (t', t), K22 (t, t') = K22 (t', t)

Desarrollando los integrandos en las ecuaciones (43) - (46) en potencias
ascendentes de 40• se obtienen expresiones del tipo

00

Kpq(t, t') - 2:
n=1

(-i)" (40)"
(n-l)!

(p, q = I, 2) (49)

siendo

K�1 (t, t') = � [(t + t,)"-1 + It-t'I"-I] {SOl

(+ t,)"+1 - I t-t'I"+1 ](n + 1) tt'
(52)
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y

[II 1 [An + s
; ]-

n 2,,(2-0)

L
12 [21 =

1 [An- (1-0) BnJ-

n n 2,,(2-0)

[22 =
1 [An + (1-0)2 Bn Jn 2,,(2-0)

(53)

(54 )

(55)

En estas ultimas ecuaciones

A =
4" (S2_1)1/2 sn

n

P'(s)
d � +

(1-�2 )1/2 (�2 -1/2)2 �n
a2 (�)

(56)

Los desarrollos (49 )
.

una solucion de las ecuaciones (34). (35) desugleren
la forma

00

1/)1 (t) =2 a� I/)�n) (t) . I/){O) (t) - 1 (58)
n=O

00

(t) =2 an I/){n) (t) • I/)�O) (t) 0 (59)1/)2 -

o 2

n=O

Substituyendo estas ex pre siones, asi com 0 los desarrollo. (49). en las ecua

ciones (34), (35), e igualando coeficientes de potencias iguales de ao• resulta

n-l

I/)�n) '(t) = - 2
m=O

(_i)n-m
(n-m-1) !

1

+ [��m J K��m (t, t') I/)�m) (t') dt' ]
o

(60)

(1-0) I/)�n) (t) = - �
m=O

(_i)n-m
(n-m-1) ! r01[[21 K21

n-m n-m (t, t') tp�m) dt' +

II+ [22
n-m

o

(n � 1) (61 )
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Estas relaciones permiten calcular 'P�n) (t), 'PJn) (t) en forma iterativa.

En particular

'P�l) (t) .111- , I

'P�2) (t) I!I (1 � t2) _ (I!I)2-

'Pi3) (t) -
- i I�I (1 +63t2) + i 1:1 I!I ( 7 +63t2 ) - i (I!I)3

etc., y

(1-0)'P�I)(t) = 0

(1-0) 'P�2) (t) =_I�I( t;)
(1-0)'P�3)(t) = i [I!I_I�II!I] t2

3

etc.

Reemplazando estas funciones en (58), (59) se obtiene una aproximacicn a

la so lucio n 'PI (t), 'P2 (t), valida para valores bajos de do. Substituyendo a su vez

esta aprox im ac io n a 'PI (t), 'P2 (t) en (40), (41) se obtiene la variacion de las ten

siones de contacto con la frecuencia adimensional do. De la misma manera se

obtiene el desarrollo

(62)

en el cual

- IIICI -

I

Este desarrollo asintotico de la relacion fuerza-desplazamiento coincide coli

la ex presion dada por Gladwe1l4 una vez que se corrigen ciertos errores algebraicos
que afectan a las ecuaciones (7.3) y (7.4) del articulo mencionado. (Por ejemplo,
A3 debe ser reemplazado por A3/2 en las primeras dos ecuaciones de (7.3) y en la

ultima ecuacio n de (7.4). En esta ultima ecuaciOn A2 debe ser reemplazado por

2A2). Los valores nurn ericos presentados por Gladwell para los coeficientes corres

pondientes a C2 Y C3 son erroneos.
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Los valores num er icos corregidos de los coeficientes CII C2 y C3 aparecen en

la Tabla I.

TABLA I

VALORES DE LOS COEFICIENTES CI• C2. C3'

0 CI C2 C3

0 0.664 -0.066 0.029

1/4 0.597 -0.048 0.022

1/3 0.580 -0.042 0.021

1/2 0.557 -0.033 0.020

Con el objeto de comparar con la so lu c io n obtenida por Bycroftl, la ecua

cion (62) se escribe en la forma

(63)

en que do = 1, Y los re st an te s coeficientes e stan dados en la Tabla II. En la misma

tabla se indican los coeficientes dados por Bycroft. Es conveniente indicar que
ambos resultados difieren aun en el caso e st at ic o (ao = 0) si 0 '* 1/2, dadas las

diferentes hip o te sis usadas para sim plificar el prob lem a de condiciones de borde

mixtas.

TABLA II

COMPARACION DE RESULTADOS

do d, d2 d3
0

Luco Bycroft Luco Bycroft Luco Bycroft Luco Bycroft

0 1.000 0.875 0.664 0.451 -0.375 -0.216 -0.176 -0.086

1/4 1.000 0.889 0.597 0.494 -0.308 -0.240 -0.133 -0.097

1/3 1.000 0.975 0.580 0.517 -0.294 -0.252 -0.126 -0.102

1/2 1.000 1.000 0.557 0.566 -0.277 -0.278 -0.116 -0.113
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HORIZONTAL VIBRATIONS OF A RIGID CIRCULAR PLATE

ON A SEMI-INFINITE ELASTIC HALF-SPACE

SUMMARY:

The problem of determining the motion of a rigid circular disc placed on the

surface of an elastic half-space and excited by a harmonic force parallel to the

surface of the half-space is considered. Gladwell reduced this mixed-boundary
value problem to the solution of two coupled Fredholm integral equations.
An alternative formulation, based on the method of Westmann is used here to

obtain integral equations allowing more convenient numerical and asymptotic
solutions. A n asymptotic expansion of the force-displacement relationship is pre
sented for low values of the dimensionless frecuency, and the results compared
with those ofGladwell.




