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RESUMEN

Se expone las conclusiones de una inves tigacion teo rica

para el c alc ulo y dimensionamiento de columnas es

beltas basada en el m eto do de las curvaturas de

referencia.

INTRODUCCION

El estudio del comportamiento de estructuras esbeltas de h o rrn igo n armado

constituye un problema con grandes complicaciones debido a que se trata de

un fe no m e n o altamente no lineal.

Ex ist e por un lado, la no linealidad ge o m e tr ic a debida a la influencia no

despreciable de la d e fo rrn ac io n sobre los esfuerzos. Este problema es habitual

mente conocido con el nombre de efecto de segundo orden.

Existe adem as, la no linealidad fisica debida a la respuesta no lineal del

h orrn igo n arm ado. El diagrama momento-curvatura de una seccie n de hormig6n
arm ado es un diagrama no lineal.

La complejidad es aun mayor debido a que en este tipo de estructuras es

necesario comprobar dos estados limites ultimos: el estado limite ultimo de

agotamiento, que se produce cuando la estructura deform ada alcanza un estado

de equilibrio estable con deformaciones que constituyen un estado de agotamien
to en la se ccion critic a, y el estado Hmite ultimo de inestabilidad, que se produce
cuando la estructura deform ada alcanza un estado de equilibrio inestable sin que
en ninguna secci6n se produzca un estado de de fo rm acio n de agotamiento.
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Las consecuencias inmediatas de las particularidades comentadas, respecto
al an alisis y dimensionamiento de este t ip o de e st ru c tu r a s , pueden sintetizarse

de la siguiente forma:

No es posible realizar el a n a lis is de esfuerzos y el dimensionamiento de

secciones en forma in d e p e nd ie nt e , tal como se hace corrientemente.

Para conocer los esfuerzos teniendo en c u e n t a la de fo r m a c io n de la e s

tructura es n e c e s ar ro evaluar esta d e fo r m ac io n utilizando los diagram a

momento-curvatura de las distintas secciones.

EI diagrama momento-curvatura de una se c c io n de h o r m igo n arm ado

depende de la forma de la se c c io n , c u a n t i a y d is tr ib u c io n de armaduras,
caracterfsticas de los materiales c o n s t i t u t iv o s y carga axial actuante.

No se cum pie el p r in c ip io de su p e r p o s ic io n . La estructura se debe compro
bar para cada h ip o t e s is de carga in d e p e n d ie n t e m e n te.

Es necesario comprobar dos estados l im it e s u l t im o s : el de agotamiento.
que depende de las deformaciones de la se c c io n , y el de inestabilidad. que
d e p e n d e de la d e fo rm ac io n de la estructura.

En la actualidad e x ist e n dos procedim ientos d isp o n ib l e s para el a n a lis is de

este t ip o de estructuras, s eg u n se ex pone en los epfgrafes siguientes.

Cornprobacion global mediante calculo no lineal.

Este procedimiento solo permite la c o m p r o b a c io n de estrueturas e sb e lt a s de

h o rm igo n armado. Para su u t i liz a c io n es n e c e sar io partir de un p r e d irn e n s io n a

miento tanto de las dimensiones geometricas como de la cu a n t i a y d ist r ib u c io n

de armadura de cada s e c c io n .

La com pr ob acio n c o n st it u v e un proceso it e r a tiv o h a st a e n c o n t r a r el estado

deformado compatible y e q u ilib r a d o , utilizando los diagram as momento-curvatura

de cada se c c io n , que representan la respuesta de la misma para cada estado de

so lic it ac io n ,

Un procedimiento de este tipo im plica necesariamente la u t il iz a c io n de

grandes computadoras. Por otra parte es necesario tener en cuenta que la u n ic a

.inform ac io n que se obtiene se r e fie r e a la respuesta de la estructura fren te a

cada hip6tesis de carga. Un a n a l is is de este tipo no p e r rn it e conoeer directamente

el grado de sobredimensionamiento que pudiera existir.

Soporte equivalente
Constituye el procedimiento simplificado mas difundido y representa una alter

nativa posible para el dimensionamiento de este t i p o de cstructuras.

Este procedimiento propone el a n a lis is de esfuerzos mediante un c a lcu lo

e last ic o lineal de primer o r d e n , y el dimensionamiento de cada elemento esbelto

sust ituy end o lo por un so p or t e equivalente biarticulado de s e c c io n constante.

EI soporte equivalente se considera so m e t id o a los esfuerzos obtenidos en

el calculo elastico lineal de primer orden, y el efecto del resto de la estructura

se tiene en cuenta considerando una longitud adecuada para dicho soporte.
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Para la ob te n c io n de la longitud del soporte equivalente existen distintal

propuestas aunque las mas difundidas son el estudio de la deformada elastica

de la estructu ra
102

0 el uso de nom ogram as)' 4
•

EI estado actual del an alisis y dimensionamiento del soporte equivalente
puede describirse en forma r ap id a tal como se expone en los epfgrafes siguientes
Metodo de co m pr o bacie n

Los m e t o d o s de com pro b acio n de soportes equivalentes permiten, con una

propuesta mas simple, la co m p ro bac io n mediante ca lcu lo no lineal de este

tipo de estructuras.

La no linealidad m e c a n ic a se tiene en cuenta mediante el diagram a m o m en to

curvatura de la s e c c io n del so p o rt e equivalente.
La no linealidad ge om e tric a se tiene en cuenta en forma simplificada a

tr ave s de la h ip o t e sis de deform ada conocida del soporte. Esta h ip o te sis consis

te en admitir que la deformada del soporte se puede expresar por una funcion

conocida, y tiene la ventaja importante de que p e r m ire , en forma mas 0 menos

sencilla, obtener una re lac io n entre la d efo rm ac io n total de la sec cion mas

solicitada y su curvatura, que se conoce como directriz ge o rn e crica.

Las condiciones de equilibrio y compatibilidad se plantean solo en la

se c cio n mas solicitada y se cu m p le n s im u lt a n e a rn e n t e en los puntos comunes

del diagram a momento-curvatura y la directriz ge o m e rr ic a.

Los m e to d o s de c o m pr o b ac io n para soportes equivalentes mas difundidos

son:

Me to d o de la columna modelo (MCM),,2.
Me to do de la deform ada senoidal (MDS) 'a 9

Los m e to d o s de c o m p r o b ac io n propuestos permiten representar con a de

cuada precision el comportamiento de los soportes equivalentes, aunque man

tienen los inconvenientes indicados para la c o m p ro ba c io n global mediante

c al cu l o no lineal, no p e rrn it e n el dimensionamiento y n e c e s it a n el uso de

computadoras.
Tablas y a baco s de dimensionamiento

Mediante la ap lica c io n de los rn e t o d o s de com p ro b ac io n en forma sistematica se

presentan en la bibliograf1a tablas y abacos de dimensionamiento:

Diagramas de in te rac c io n de soportes esbeltos"'O"'.

Tablas de d im e n s io n a rn ie n to ',

Nomogramasl2.
Estos elementos, que constituyen un medio de dimensionamiento directo

(permiten obtener directamente la cuantia estricta correspondiente al soporte

estudiado), no proponen en s! mismos un m e t o d o de dimensionamiento y

tienen el inconveniente que, debido a la gran cantidad de p ar a m e t r os que
intervienen en el problema, una c ole cc io n que tenga en cuenta los p ar a m e t ro s mas

frecuentes debeda tener un gran n um e ro de abacos 0 tablas. Por otra parte

obligan a interpolaciones para los valores no considerados, que dificultan nota

blemente su usa, ya que suelen ser necesarias interpolaciones entre distintos
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graficos 0 tab las.

Formulas de dimensionamiento indirecto

El procedimiento mas frecuente e m p le ad o es el de las formulas de dimensiona
miento indirecto propuestas en las normas de los distintos pa{ses:

Excentricidad 0 momento com p le m e n r a r io '- 13,14,,,.

Magn ific ac io n del m o rn e n t o t-!".

Excentricidad ficticia 17,18.

La filosofla general de e st a s formulas consiste en r e du c ir el problema del

soporte equivalente a un problema de flexion c o rn p u e s t a utilizando como

esfuerzos de c a lcu lo los obtenidos en el a n a lisis de primer orden transform ados

mediante las distintas formulas (excentricidad 0 m o rn e n t o c o m p le rn e n t ar io ,

coeficiente de magnificaci6n del m o m e n t o , excentricidad ficticia) para tener en

cuenta los efectos de la esbeltez.

Estas formulas, muy c crn o d a s para el uso cotidiano del proyectista, cons

tituyen simplificaciones mas 0 menos groseras que conducen a resultados gene
ralmente muy del lado de la seguridad y en algunos casos a resultados inseguros.

Un a n a lisis cdtico del estado actual del a n a lisis y dimensionamiento de los

soportes equivalentes nos p er m it e obtener las conclusiones que se exponen a

c on rinu a c io n.

Los m e tod o s de c om pr ob a c io n (dado el s o p o r t e completamente definido)
permiten representar el comportamiento de los soportes equivalentes con adecua

da precision.
No existe en la bibliografia un m e t o d o de dimensionamiento directo.

Las formulas de dimensionamiento ind ir e c t o , ampliamente difundidas, cons

tituyen simplificaciones groseras que conducen el problema a un dimensiona

miento en flexion compuesta (nuevamente diagram as de in te r a c c io n 0 formulas

simplificadas) y dan resultados inseguros 0 muy dellado de la inseguridad.

METODO DE LAS CUR V ATURAS DE REFERENCIA

El m e t o d o de las curvaturas de referencia (MCR) I. a 24

,que se presenta,

constituye el resultado de un trabajo de inve st ig ac io n planteado con objeto
de encontrar un m e t o d o de dimensionamiento directo para soportes equivalentes
que resolviese los problemas que presentan los p r o c e d irn ie n t o s existentes.

El objetivo que se p e rs igu ic en el transcurso de la inve st igac io n fue encontrar

un m e t o d o de dimensionamiento directo que pudiese satisfacer las exigencias
que anotamos a c o n tin u ac io n.

Generalidad. Se intentaba buscar un procedimiento v a lid o para soportes con

se c cio n transversal de forma cualquiera y con distintas distribuciones de armadura,
as! como para distintas caracteristicas del h o r m ig o n y el acero.
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Precision. Tal como se h a c o m e n t a d o en el apartado anterior, los m et odos eXlI

tentes de mayor precision son los m e t o d o s de c o m pro ba c ion. Se intentaba buscar

un procedimiento que permitiese ob te n e r resultados de precision comparable
con los MCM 0 MOS.

Re prese ntac io n del fen om en o fisico. Dada la complejidad del fe n cm e no tratado

es necesario que las simplificaciones que se realizan para obtener un procedi
m ie n t o o p e r a t iv o p er m it a n siempre dejar claro el fen o m e no que se esta analizando.

Las formulas s im p lific a d as utilizadas por los distintos c o d igo s para el dimensio

namiento de soportes e sbe lro s , representan el efecto de la e sb e lrez como un

au rn e n t o de momento que sie m p r e conduce al agotamiento de la se ccicn mas

solicitada y no se puede deducir de ninguna forma que el dimensionamiento

pu e d e ser debido y, frecuentemente 10 e s, al e st a d o limite ultimo de ines

tabilidad.

Facilidad de uso. EI m e to d o buscado debeda se rvrr para uso cotidiano del

proyectista y por 10 tanto deberia ser de c o m o d a ap lic ac io n.

En los siguientes a p ar t a d o s se exponen de forma detallada las distintas

h ip o te sis adoptadas y su jus t.ific ac io n, as i como las ideas fundamentales del

funcionamiento del m e ro d o propuesto.

No linealidad m e canica. Hipo re sis relativa a los diagramas momento-curvatura

Debido al comportamiento no lineal del h o rrn igo n y del ac e r o , asf como al

fe n om e n o de fisur ac io n , no existe proporcionalidad entre las curvaturas y

los m o m e n t o s para una carga axil dada.

Esta no linealidad int r in se ca del h orrn igo n arm ado debe tenerse adecua

damente en cu e n t a , ya que re su lra imprescindible para la evalu acio n correcta

de las deformaciones del soporte.
En el MCR la no linealidad m e c a n ic a se tiene en cuenta utilizando e l dia

grama momento-curvatura c o rr e sp o n die nt e a la se cc io n del soporte que se

analiza.

Para la o b re n c io n de los diagram as momento-curvatura se han utiliza

do las h ip o t e s is que se sefialan a c o n t inu acio n que corresponden a las propuestas
en la l n s tru c c ic n Espafiola y son tam bien las propuestas por el CEB.

1. Las secciones norm ales a la directriz se mantienen planas y normales a

ella durante la d e fo rrn ac io n.

Esta hip o cesis, que es generalmente aceptada, es particularmente valida

el caso de elementos esbeltos como los que se estudian.

2.
para

Bajo la
. ,

m acro n

ac c io n de las solicitaciones, las

que e l h o rm igo n que las rodea .

armaduras tienen la misma defor

Se acepta la existencia de perfecta
adherencia entre el h orm igo n y el acero.

3. Se admite que la tension de la fibra de h orm igon corresponde unfvocamente

al valor de la de forrn ac io n en dicha fibra, de acuerdo con el diagrama tension

de fo rm a cio n de la Fig. 1.
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Fig.la. Diagrama r e nsio n-d e fo rm ac io n del
horm ig e n.

Fig. 1 b. Diagrama t e n s io n-d e fo r rn ac io n del
acero.

Para deformaciones de com presion el diagrama a d o p t a d o es el parabola
re c tangu lo. Este diagram a, propuesto por el CEB para el c a lc u l o de e s

fuerzos resistentes en agotamiento, no r e p r e s e n t a adecuadamente el modulo

de elasticidad inicial, y por 10 tanto para p e q u e fi a s curvaturas p u e d e

resultar insatisfactorio. Sin em bargo, si se tiene en cuenta que la se c c io n

mas solicitada presenta un estado de d e fo r rn a c io n irn p o r t a n t e cuando se

produce tanto el estado lf m it e ultimo de agotamiento como el de in e s t a

bilidad, y si se considera que el equilibrio y compatibilidad del soporte
solo se plantea en est a s e c c io n , los e s t a d o s en los que las deformaciones

son p e q u e fi a s no suelen in flu ir en el dimensionamiento. Por esta r az o n,

y dado que utilizar otro t ip o de diagram a t e n s io n-d e fo r m a c io n para el

h orm igo n en c o m p r e s io n , que represente adecuadamente el modulo de

elasticidad in ic ial, p u e d e plantear complicaciones de c alc u lo n u m e r ic o , se

justifica la decision adoptada.
Para deformaciones de t r a c c io n se considera stem pre tension nula, esto es

se desprecia la c o l ab o r ac io n de la r e s ist e n c ia a t r a c c i o n del h or rn igo n.

4. La d e fo r m a c io n en cualquier armadura se obtiene a partir de la d e fc rm ac io n

de la fibra c o rr e sp o n d ie n t e de acuerdo con el diagram a r e n s io n-d e fo r m a c io n

de la Fig. 1.S

Solamente se ha considerado acero dureza natural ya que e s t e es el acero

mas frecuentemente u t il iz a d o . Sin embargo el MCR se p u e d e utilizar para
secciones armadas con aceros endurecidos en fd 0, solo que en e s t e caso

el diagram a momento-curvatura debe obtenerse utilizando el diagrama
ten sio n-d e form a c i o n co rresp on d ien te men te.

5. Se admiten como dominios de d e for m ac io n del h o r m ig o n y el acero

en el estado limite ultimo de agotamiento los indicados en la Fig. 2.

En ella se re p r e se n t a el diagrama de pivotes y los distintos estados de

de Forrn ac io n de agotamiento definidos por las deformaciones de la fibra
de h orrn igori mas comprimida y la d e fo r m ac io n de la armadura mas

traccion ad a.
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Definidas las h ip o te ais. el diagra
rna momento-curvatura de una secci6n

determinada para un axil dado se

obtiene mediante un proceso iterativo

mediante cl cual se resuelve para cada

curvatura el sistema de e cu ac io n e s

sigu ie n tes:

-2-'. -J"-'.

1=======:::;2:r:::::::Br' ....
",_

- CD
,

-� I

, .,-,.

- 1°'.. IDO,.

Xn

Nj =/Oc(€c)b(x)dx
o

n

+ 1: Osj(€s;)Aj
i= I

1

x I

Mj =/ oc(€c)b(x)dx
o

n

+ 1: Osi(€sj)xjA j 2
;= I

�----------- t.,

N· =
I

M =
I

or =

el ax il resisten te ;

el momento resistente;

la tension de una fib r a generi
ca de h o r m igo n ;

€c = la d e fo r m ac io n de una fib r a

�"'-
�--��------------�

siendo:

Fig. 2. Estados de d e form acion de agota
miento.

,

de hormig6n;genenca

la
. ,

de fibra deOs = tension una genenca acero;

€s la deform a c io n de fibra , de= una genenca acero;

b(x) la anchura de la
- , de h o rm igon profundidad= s e cc io n a una x;

la profundidad de fibra
,

de h orm igo n ;x = una genenca
la profundidad de fibra , dex· = una genenca acero;I

Xn = la profundidad del eJe neutro.

Para cada curvatura se debe ir variando la POSICion del eje neutro (xn) hasta

que la ec. 1 de un axil igual al e x ist e n te en la secci6n. Resolviendo luego la ec. 2

con estos valores de curvatura y profundidad del eje n e u tro se obtiene el momento

que con la curvatura de partida define un punto del diagram a momento-curvatura.

Variando con un incremento adecuado las curvaturas de la secci6n desde 0

a la curvatura de agotamiento c o rr e sp o n d ie n te , se puede definir por puntos el

diagram a m o m e n t o- curvatura.

A los efectos del MCR se ha utilizado una representaci6n diferente de los

diagramas m o m en to s-cu rvatu ras, conocidas como directriz rn e c an ic a, que relacio

na las excentricidades y las curvaturas.

En la Fig. 3 se muestran las directrices m e c an ic as correspondientes a

se c c io n e s rectangulares con diferente distrihuci6n de armadura y distintos

axiles.

Tal como puede pensarse. la construcci6n de las directrices m e ca nic as"!

constituye una tarea laboriosa que necesita del uso de una computadora. Por

e st a r az o n , la idea mas significativa del MCR es la de utilizar una simplificaci6n
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adecuada de la dire c tr iz m ec a n ic a que fa c ilit a y p e r rn it e el dimensionamiento.
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Fig. 3. No linealidad rn e canica. Directrices
m e canicas.
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No linealidad geometrica.
Hipotesis de deformada conocida

Se entiende como no linealidad geo
m e t r i c a el efecto producido por las

deformaciones s o b r e los esfuerzos .

Para conocer el estado real de

deformaciones de un soporte es n e c e

sario integrar doblemente el diagram a

de curvaturas r e a l e s del mismo y pro
ceder iterativamente hasta encontrar

una deform ada que sea com patible y

eq u iii br ad a.

Una h ip o t e sis muy d ifu n d id a, que
ha sido a d o p t a d a desde las primeras
investigaciones so b r e soportes e sb e lt o s,

es la de suponer que se conoce la

forma que t ie n e la deformada del

soporte. En otras p a lab r a s suponer
una d ist r ib u c io n adecuada de curva-

turas a 10 largo del elem ento, y plan
tear el equilibrio y la compatibilidad

solo en una se c c io n , la se cc io n mas solicitada 0 se c c io n cdtica.
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De esta forma es posible obtener una re lacio n que vincula la excentricidad

total y la curvatura de la se ccio n mas solicitada, que se conoce con el nombre

de directriz geo m e tr ica.

Utilizar el concepto de directriz ge orn e tr ic a simplifica notablemente el

proceso de c a lcu lo de una deformada compatible y equilibrada para un soporte
con unas determinadas condiciones de carga. Solo se trata de bu sc ar puntos
com u nes de la d ire c triz geom e trica y m e c an ic a , que represen tan e stados de

equilibrio.
Los m e t o d o s de c om p r ob ac io n para so p or re s equivalentes slempre utilizan

esta h ip o re sis.

En el MCM se considera que el so p o rt e tiene una d ist ribu c io n de curvaturas

de tip 0 sen oid al.

Definida la dist ribu c io n de curvaturas se puede conocer, tal como se ha

indicado, la deformada del soporte que resulta de la doble integral de las

curvaturas. Siendo la d istr ibu c io n de curvaturas senoidal, su doble integral
sera una senoidal.

Evaluando la e x p re sio n de la deform ada para la se cc io n c r it ic a se puede
obtener la e x p r e s io n :

[2 1
--- 3
lOr

siendo:

ell = la excentricidad de segundo orden de la se c c io n c r i t ic a ;

I = la longitud del sopone equivalente:
l/r = la curvatura de la se c c io n c r i t ic a :

1 0 ::::: TT2

que vincula la excentricidad de segundo o rd e n y la curvatura de la se ccion

cd tica.

En e s te caso, que solo es aplicable para sopones con excentricidades de

primer orden iguales en los e x tr e m o s , se puede expresar la r e lac io n entre la

excentricidad total y la curvatura de la se c c io n c r It ic a como slgue:

[2 1
et = eo +-

lOr
4

siendo:

et = la excentricidad total;

eo = la excentricidad de primer orden.

En general, conocida la longitud de un soporte equivalente y la excentricidad

de primer orden es posible obtener su directriz g e o m e tr ic a correspondien teo

Definida la forma, dimensiones, cuantia y d istr ibu c ion transversal y las c ar ac te

r f s t ic as de los materiales que la constituyen, y con el axil correspondiente, se

puede a d e m as obtener su directriz m e can ic a.

La c o m p r o b ac io n consiste en estudiar ambas directrices y avenguar SI

existen puntos de in t e r se cc io n entre ambos. Cualquier punto de in ter se ccion

representa un estado de equilibrio del soporte.
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En la Fig. 4 se m u e st r a graficamente el MCM para un so porte ge ne ric o.

Como puede ob se rvar se , la directriz ge o m e tric a (e I te2 = 1) corta a la directriz

m e can ic a en dos puntos.
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-_ ----JeOUlllBRJO ESTA8lE

,

02 "
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OL-__�__�__�__ �__-L __

o 2 , S

hi. x 1000

Fig. 4. No linealidad ge om e tr ic a. Hi p o te vi s

de d istr ib u c ion de curvaturas sc n o i-

dal MeM.

EI primero represen ta un estado

de equilibrio estable, ya que para

p e qu e n a s variaciones de c u rv at u r a , el

soporte siempre r e s t a b le c er a su equi
librio con la c u rv a t u r a correspondien
te a la intersecci6n. EI segundo repre
senta un e sr a d o de e q u i l ib r io inesta

ble, ya que cualquier aumento de

curvatura conduce irremediablemente

a incrementos mayores de los esfuer

zos solicitantes (directriz geometrica)
que los resistentes (directriz rn e ca n ic a ),

Si bien la h ip o te sis de distribu

c io n de curvaturas senoidal adoptada
por el MCM conduce a resultados de

suficiente precision. y d a lugar a una

e x p r e s i o n sencilla de directriz g e o m e

r r ic a , tiene el inconveniente de no

ser d ir e c t a m e n t e aplicable al caso de

sopones con excentricidades desigua
les en las articulaciones.

Para la s o lu c io n de este problema el MCM propone una s im p l ific a c io n , que
consiste en admitir que el comportamiento de un soporte con excentricidades

desiguales en las articulaciones puede a s im il a r s e al c o m p o r t a rn ie n t o del mismo

so p o r te con una excentricidad equivalente constante en su longitud y cuyo
valor e st a definido por la siguiente e x p r e s io n :

eOcq= O.6e2 + O.4el 5

siendo:

eOeq
= la excentricidad equivalente;

e2 = la mayor, en valor absoluto, de las excentricidades de primer o r d e n en los

extremos del sopone;
el = la menor, en valor absoluto, de las excentricidades de primer o r d e n en los

extremos del soporte.
La directriz ge o m e t r ic a as! definida r e su lt a del t ip o de la dibujada en la

Fig. 4, indicada con el te2 "* 1

Como puede verse, la directriz g e o m e tr ic a de soportes con excentricidades

distintas en las articulaciones se com pone de dos t r a m o s rectos. EI p rirn e r o ,

horizontal, representa al rango de curvaturas para el que la excentricidad maxima
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sigue siendo la maxima de primer orden. En este tramo existen excentricidades

de segundo orden en las secciones interiores del soporte, pero la surn a de esta. y
las de primer orden correspondientes no supera la maxima de la arricu lacion, La

sec cion critica es la sec cio n de la ar ticu lac io n con mayor excentricidad de primer
orden. El segundo tramo, inclinado, representa estados de deform acion para 10.

que la se cc io n critica e s interior al soporte.
Una h ip o te sis mas adecuada, especialmente porque tiene en cuenta el caso

de soportes con excentricidades desiguales en las articulaciones, es la que propone
el MOS.

En e sre m e to d o se supone que las excentricidades totales siguen una ley
senoidal con valores predeterminados de excentricidades en las articulaciones.

Esta h ip o t e ais da lugar a una ex presion indirecta de la directriz ge ome rrica, puesto

que es explicita en curvaturas, y sin duda mas complicada que la anterior:

-: - -�-' ('"
e

)2_ arc cos _1
et

6

1

e2( el)2-=- arccos-

r" 2 e2

En la Fig. 5, se presen ta gr a fic a-

mente el MOS. Para el caso de

el te2 = 1 la directriz ge o rn e tr ic a

e st a constituida por una curva mo

n o t o n a c r e c ie n te parecida a la recta

del MCM. Para excentricidades de

siguales la directriz geometrica tiene

dos tram os, uno horizontal hasta la

curvatura l/r" con id e n t ic o significa
do que en el caso anterior y otro

constituido por una curva m o n o to n a

crecien teo

El MCR propuesto utiliza la hi

p o re sis de deform ada conocida, es

d e c ir , la idea de la directriz ge o m e tr i

ca. Ha sido presentado utilizando las

dos h ip o t e sis explicadas, del MCM y

MOS, pero es compatible con cual

qUler otra directriz g eorn e tr ica. En

este sentido el autor piensa que el

7

e/h

07
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02
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OL--��-��-�--�--�--__

o 1 ) 4 5
h/r X 1000

Fig.s. No linealidad geom etr ica. Hipotesis
de d isrr ibu c ion senoidal de excen

tricidades totales MDS.
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tema de la directriz ge o m e t ric a es un campo donde t o d av Ia se pueden hacer

interesantes aportaciones tendientes a dar mayor generalidad y precision al

estudio de los soportes esbeltos.

Estados limites ultimos

Tal como se ha indicado en la in t r o d uc cio n , los soportes e sbe lt o s de h o r m igo n

arm ado pueden dar origen ados estados l im it e s: de inestabilidad y de agotamien
to de la se c c io n critica.

El estado limite ultimo de agotamiento de la se c c io n c r it ic a se produce
cuando el soporte alcanza un estado de equilibrio estable con deformaciones

de tal magnitud que los esfuerzos en la se cc io n critica son los de agotamiento
de la se c c io n .

La Fig. 6, m u e s tr a gr afic a m e n t e el caso de un so p o rt e que alcanza e s te

estado limite ultimo, segu n la re pr e se n t a c io n del MCM. Como puede verse

se produce un estado de equilibrio estable, ya que existe un punto de in t e r se c

cion entre la directriz ge o m er r ic a y la rn e c a n ic a que coincide justamente con

el ultimo punto de la directriz rn e c a n ic a que representa el agotamiento de la

sec cio n.

05

./h

07

05

OIAECTAIZ (£ONETRI:A �

'- EQUILIBRIO INESTA8lE

·,:7L------ri-�11
OIAECTRll GEOMETRICA __j

06

'QUILl•• ", EST.." J 06

0' 04

03 03

0.2 02

Jo-----OIREC1AIZ ",eCAH)CA

01 a 01 b

0 0
0 2 4 5 0 2 , 5

h/r x 1000 h/r x 1000

Fig. 6a. Estado lfrn ire ultimo de ago tam ie n- Fig. 6b. Estado limite ultimo de inestabi-

to de la se cc io n critica. Iidad.

La se c c io n c rf t ic a habra sufrido una d e Fo r m ac io n de segundo orden de

magnitud igual a la diferencia de ordenadas entre la ordenada en el origen de

la directriz g e o m e tr ic a, que representa la excentricidad inicial, y la ordenada del

punto de in te rse cc io n de am bas directrices.
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EI estado Hmite ultimo de inestabilidad se produce cuando el soporte
alcanza un estado de equilibrio inestable.

En la Fig. 7 se m uestra el caso

de un soporte que alcanza este estado

limite ultimo. Tal como se ex p lico,
se produce un estado de equilibrio
inestable cuando la directriz m e can ica

y ge o m e t ric a son tangentes en un

punto.
La curvatura correspondiente al

punto de tangencia es una curvatura

menor que la de agotamiento de la

se ccio n.

Existe finalmente una sit u ac io n

de rran sic ic n en la que el soporte
alcanza ambos estados limites ultimos

al m ism o tiempo. Siguiendo con la

representaci6n del MCM, este caso

correspondeda a un soporte para el

que la directriz m e c a n ic a y ge o m e rric a

son tangentes en el ultimo punto de la

directriz m e c an ic a.

Com 0 pu e d e com prenderse, de

bido a la existencia de los estados

limites u l t im o s explicados, no resulta

facil establecer un m e ro d o preclso

que p e r rn it a resolver el problema del

dimensionamiento de soportes equl
valentes con un modelo que represen
ta un ic am e n t e el estado lfrn ite ultimo

de agotamiento.

Metodo de las curvaturas de referencia

1.01"'---tH-H++-I1-1---------+----t
I

0.9 f----III I
O. 8 >------111
0.7 .---------.1

0.3

0.1

w
o lREC1RlCES
NECANICAS

0.6>----..

0.5>----....

0.1 �ES-T-Rl-�-O---����-----j
2 5o 3 4

h/r x 1000

El planteamiento del problema del

dimensionamiento de un soporte equi
valente puede resumirse como sigue:
1. El proyectista dispone de los siguientes datos:

I = longitud del soporte equivalente:

agotamienlo.
Fig. 7. Curva de curvaturas de referencia de

elfe2 = excentricidades de primer orden en las articulaciones;
N = axil.

2. El proyectista debe e le gir , se gu n criterios arqu ite ct on ico s, constructivos, etc.

Forma y dimensiones de la se c cio n transversal,
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Dtsrribu c ion de armadura;

fyd, fed, resistencias de c a lcu lo del h o r m ig o n y del acero.

3. EI problema de dimensionamiento estricto consiste en o b t e n e r la cuantfa de

armadura minima de la se cc io n transversal, para la que el soporte alcanza

un estado limite ultimo.

Conocidas las excen tricidades de las articulaciones e" e2 Y la longitud del

soporte equivalente, y utilizando la h ip o t e sis de deformada conocida, es posible
definir la directriz ge o m e t r ic a del soporte a dimensionar.

Si por otro lado se conoce al axil y la forma, dimensiones, d is rr ib u cio n de

armaduras y caracterfsticas de los m ateriales de la se c c io n transversal, es

posible definir, para distintas cu a n tf a s de armadura, directrices rn e c a n ic as que

representan el comportamiento resistente de la se c c io n dimensionada.

Finalmente la c u a n t i a correspondiente a la directriz m e c a n ic a que con la

ge om erric a defina un estado limite ultimo sera la c u a n t f a estricta de dimensiona

miento, correspondiente al soporte analizado.

Se considera en primer lugar el caso de s o p o r t e s que alcanzan el estado limi

te ultimo de agotamiento de la se c c io n c r i t ic a utilizando, por ejern p lo , la

h ip o te sis de d isr r ibu c io n senoidal de curvaturas del MCM, (Fig. 7).
En este caso la armadura de dimensionamiento e s t r ic t o sera la que corres

ponda a la directriz m e c a n ic a que se in t e r se c t a con la directriz g e orn e tr ic a en

el ultimo punto de la directriz m e c a n ic a.

Para cualquier c u a n t i a superior a la minima, el sop one t e n d r a un estado

de equilibrio estable, ya que la directriz geometrica t e n d r a por 10 menos un

punto de in t e r se c c io n con la m e c a n ic a c o r r e s p o n d ie n t e , y en estos casos no se

habra alcanzado el estado limite ultimo.

Si se representan en un diagram a w, h l r los p u n t o s de equilibrio correspon
dientes a las distintas c u a n t i a s , tal como se muestra en la parte inferior de la

Fig. 7, se obtiene una curva rn o n o t o n a d e sc e n d e n te .

La curva co , h l r representa estados de equilibrio estable para todas las

cu a n t ias y un estado de equilibrio estable y agotamiento de la se c c io n en el

ultimo punto c or r e sp o n d ic n te ala c u a n t i a minima.

rampe por agotamiento de laSi se c o n o c ie s e a priori que el soparte
cdtica se habda obtenido la m is m a c u a n t i a de dimensionamiento

. ,

sec CIon

utilizando en vez de las directrices m e c a n ic a s completas, de laboriosa o b re n c io n ,

los u lt im o s puntos de las mismas para distintas c u a n t i a s. Esta curva, Hamada

CUTva de curvatura de referencia de agotamiento, e st a farmada por los ult im os

puntos de las directrices m e c a n ic a s , y representa la r e l aci o n entre la excentrici

dad y la curvatura (elh - hlr) para un axil II y d ife r e n te s c u a n t i a s w.

La in t e r se c c io n de la d ir e c t r iz geometrica y la curva de curvatura de refe

rencia de agotamiento, graduada en c u a n t I a s , da directamente la cuantia de di

mensionamiento estricto. En el caso de soportes cortos la directriz g e o m e tr ic a

se transforma en una recta horizonta) y la c u a n t ia correspondiente a su inter

se c c io n con la curva de curvaturas de referencia de agotamiento corresponde
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a un dimensionamiento estricto de la se cc io n , igual al que se obtendda utilizan

do los diagram as de interacci6n de secciones.

En definitiva, la curva de curvatura de referencia de agotamiento permite
el dimensionamiento estricto de soportes que alcanzan el estado limite ultimo

de agotamiento con la misma precision que los m e todos de com probacion
(MCM 0 MDS) para el caso de soportes esbeltos y que los diagram as de inrerac

cion de sccciones para soportes cortos.

Para soportes en los que se al

canza el estado lfm it e ultimo de in e s

tabilidad Fig. 8, la cuantia estricta de

dimensionamiento es la que corres

ponde a la directriz m e c a n ic a que es

tangente a la geometda en un punto
de la d ir e c tr iz m e c a n ic a que e s t a situa

do a la izquierda del que representa el

agotamiento de la secci6n.

La curva W, h lr en este caso

, .

es una curva que presenta un m i mm o

relativo que c o r r e sp o n de a la cuantia

estricta, con un tramo descendente

para curvaturas inferiores a la de tan

gencia y otro ascendente para curva

turas mayores que la de tangencia.
La rama descendente representa e s t a

dos de equilibrio estable y la rama

ascendente estados de equilibrio ines

ta b Ie.

En pnnclplo el punto de la di

rectriz m e c a n ic a para el que se pro
duce la inestabilidad puede ser cual

quiera excepto el que representa el

agotamiento de la s e c c io n , ya c o n sr

derado.

Un detallado estudio sobre las

directrices m e c a n ic as y roturas de

soportes esbeltos por inestabilidad ha

perm itido obtener las conclusiones

que
1.

slguen:
En las directrices m e c a n ic as co-
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Fig. 8. Curva de curvatura de referencia
de inestabilidad.

r re sp o n d ie n te s a esfuerzos axiles

bajos (v � -0.4) el punto correspondiente a la curvatura para la que se pro
duce la d efo rm ac io n del Hmite e la s ric o del acero en la armadura mas

traccionada constituye un p u n t o c r it ic o en el que se observa un repentino
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cambio de pendiente de la directriz m e c a n ic a (punto 2 de la Fig. 3).
2. En las directrices m e c an ic a s correspondientes a esfuerzos axiles elevados

(II t;;; -0.4) el punto co rre sp o n d ie n r e a la curvatura para la que se produce
la de form ac io n del limite e last ic o del acero en la armadura mas comprimida
constituye un punto cr i t ic o en el que se observa tam bien un cambio

brusco de pendiente en la directriz m e c a n ic a (punto 3 de la Fig. 3).
3. En la mayor parte de los casos el estado l frn ite ultimo de inestabilidad

corresponde a uno de estos puntos.
4. Las curvas w, h lr tienen un m I n im o relativo que c o r r e sp o n d e a la c u a n t ia

de d isefi o y presentan una extensa zona plana en el entorno de este punto.
Por este motivo, si el estado l irn ir e ultimo de inestabilidad se produce en

o tro punto distintos de los puntos cdticos indicados en 1 y 2, el error que
se c o m e t e en la e va lu ac io n de la cuanda e s t r ic t a es p e q u eft o y siempre del

lado de la seguridad.
Consecuentemente es p o sib le dcfinir u n a curva de curvaturas de referencia

de inestabilidad para el dimensionamiento de soportes que alcanzan este estado

limite ultimo. Esta curva e s t a formada por los puntos c r I t ic o s indicados en 1 y 2

de las directrices m e c a n ic a s , s e gu n la magnitud del axil considerado, y representa
la re lac io n entre la excentricidad y la probable curvatura de inestabilidad

(elh - h lr ; para un valor de axil (I)) y diferen tes cuan t i a s (w).
La in te rse cc io n de esta curva con la directriz da directamente la cuanda

estricta de d ise n o para s o p o r t e s que rom pen por inestabilidad, 0 por 10 menos,
.......
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Fig, 9. Metodo de las curvaturas de refe
re nc ia,

una estim a c i o n de suficiente precision
y siem pre del lado de la seguridad.

Finalmente, el MCR propuesto pue
de resumirse en los puntos que siguen:

EI MCR utiliza la idea de d ir e c t r iz

ge o m e tr ic a. es d e c ir , la h ip o re s is de

deformada conocida, y es com patible
tanto con la propuesta en el MCM

como en el MDS.

Propone la su s ti tu c io n de las di

rectrices rn e c a n ic a s , de laboriosa o b

te n c io n , por las lIam adas de c urvatu

ras de re jeren c ia de agotamiento e

in est ab ilidad , vinculadas a los estados

limites u l t im o s de a go tam ie n t o de la

sec cion critica y de inestabilidad, res

pectivamente.
EI dimensionamiento estricto de

la armadura de un soporte consiste en

obtener las cuantfas correspondientes
a la in t e r se c c io n de su directriz ge o-
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m e tr ic a con las curvas de curvaturas de referencia de inestabilidad y agotamiento,
y tomar como cuantia estricta la menor de las obtenidas, Fig. 9.

Efecto de las cargas permanentes. Fluencia.

Las cargas permanentes producen efectos importantes sobre el comportamiento
de los soportes esbeltos: en general, provocan un aumento de la deform acion

debido ala fluencia del ho rrn igo n bajo carga, y en el caso de so po rre s muy esbeltos

pueden provocar una rotura por inestabilidad debida a fluencia.

Existe en la b ib l iograffa ' dos procedimientos para tener en cuenta el efecto

de las cargas permanentes en el caso de soportes equivalentes.
Procedimiento no lineal. Este procedimiento, puesto a punto para los m erodos

de c o m pr o b ac io n , consiste en considerar una directriz m e can ica que tenga en

cuenta el efecto del aumento de deformaciones debido a fluencia. Para ello se

construye la directriz rn e c a n ic a utilizando como diagram a tensie n-de form acion

el correspondiente a carga in s t a n t an e a con una tran sfo rm ac io n h om o te tica en

deformaciones a trave s de un coeficiente de fluencia.

Procedimiento lineal. Este procedimiento consiste en considerar que el efecto

de las cargas permanentes se traduce en un aumento de la excentricidad de la

se c c io n critica.

Utilizando un modelo de fluencia lineal y se cc io n h om ogen e a se puede
evaluar este aumento de excentricidad, co n sid e r an d olo como parte de la

excentricidad de primer orden.

Si bien el MeR propuesto se ha presentado sm discriminar el tipo de axil

a considerar, es perfectamente compatible con ambos procedimientos.
Utilizando el procedimiento no lineal, para cada axil debedan calcularse

las curvas de curvaturas de referencia a partir de directrices m e c an ic as obtenidas

con un c o e fic ie n t e de fluencia adecuado.

Utilizando el procedimiento lineal solo debe evaluarse la excentricidad

debida a fluencia considerando las c ar a c t e r ist icas del axil existente y t om an d o se

como excentricidad de primer orden para la definicion de la directriz geometrica
la suma de la excentricidad de primer orden real mas la excentricidad debida

a fIuencia calculada.

ABACO DE DIMENSIONAMIENTO

Abacos de dimensionamiento

Los a b ac o s de dimensionam iento que se presentan constituyen una forma de
u riliz a cio n gr a fic a del metoda de las curvaturas de referencia (MCR). Han

sido de sa r ro lla d o ss v'"
para secciones rectangulares con los tres diferentes

tip o s de d is tr ib u c io n de armaduras que se han considerado mas frecuentes:

armaduras sim e tr ica en caras 0puestas, ocho redondos distribuidos sim et ri-
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camente y armadura uniformemente distribuida en tres caras.

En todos los abacos se ha considerado un recubrim iento relativo h '/h = 0.1.

Respecto a las caractedsticas de los materiales, solo se ha considerado a c e r o

dureza natural fyd = 4.200/1.15 kp/m2. En las Fig. 10 a 15 se presenta una

co leccion de abacos de dimensionamiento.

Para cada tipo de se cc io n se presentan dos ab ac o s , uno para axiles v � -0.4

Y otro para V � -0.4. Esta decision de dar dos a ba co s por secci6n ha sido

debida a problemas de escala, que de otra forma habdan motivado c u rv as

demasiado pequefias, y por tanto poco precisas, para axiles v � -0.4.

44
I v :-0 1

�
,,: -0.1

4.0

�
36

� !

�
12

II
I

�
28

I I
,

, \J : -0 2

,
24

\I: -0 2 r-�
20

I I

'\. \ I I
16 \);-0.3 \1:-0)

<, r\. , I
r-, V .:-Q{,

� �
1.2 _-_.

� r-, \
r--:::::: � �

08 -

""'"
O.

I
V: - 0,' I. .

V:r-O.2

V:- OJ

vm' +

h_A
+-b-+

h'/h:OI

I yd .; {,. 200/11�kg/cm;Z
AI",W ,--

hbtc:d
N

" ,-

hblcd

to 08 0.6 0.4 Q2 0 2 • 6 8 10 12 14 h/r x 1000

Fig. 10. Abaco de dimcnsionamicnto V;;;. ·0.4.

,

07---+-- ;-

• ,. 0.8 p..:'I..P�-l'>.-'''-l>.:::==::: j _

.

H'

\),·01 V:-09

• ,., 0 r-.:>�����-A-:I,\.IO 3

I
+-

I
+---+��.;>.Jo�.'i 0 I - -- --

u •• o 4 I-\...-+_-l---+_-I-� I 2 ---J--

./h
1-\...�--l---+--I-�11----�-

I
10 ----t --I

+-
!

V.-O.6

I� 08 0.6 04 02 0

\I: - 0 {,

2 3 • 5

11mh +

l'f _A

+-b-+
h'/h :0.1
f yd : 4200/IISkg/cm2

A'ydw'--
hbled

N
\)' --

hblc:d

- -+
I

6 7 h/r, 1000

Fig. 11. Abaco de dimcnsionamicnto V � ·0.4.



DIMBNSIONAMIBNTO SOPORTBS ESBELTOS DB HORMIGON ARMADO

\) :-01

.- �-- 4.4

40 \1,.-0.1

\.
36

I

\ \1=-01
•

i

\ \
3.2

2.8

\' \ 2.4
\

\

'\\ 2.0 I • ,·0.2 \
� \ \

" .Q.2 II -,1.6

I'::: \\
,

- r-, 12 �.0.1 • ,-0\ \
�

r-, � �\� U:-OJ, \ J� ""--
I

::::::;� ��
0.8

�

-,
0.4

,

I.
\J:-04

. . .

� :: - 0.3

U :-0.'

t;t ...

b • +.

4· ..

+-b -+
"'/h • 0 I

Coy .0.011_

U •
lIyd
hMcd

•• _N_
IIb'cd

to 0.8 0.6 04 0.2 0 2 4 6 8 10 12 14 hI. x 1000

Fig. 12. Abaco de dimensionamiento II � ·0.4.

11

./h
1.0

V:J-0.4

\ " ,.0.'

"\
09

'\
0.8

\I :-0.5

-, \\
07 ",.05

L'\. ,,\ \ / ", ·06

06
•

1'."'\ l\." ,,"; ",./6/ J u: -0.7 / J" 0.5

�to �'\. � ",.0;/j / .si/ /I

� ."" .:\ � �
0.4

1// "'.�.oVI\) ::-0.8

I� �. 03 //,

�� � � � ¥ /�V I

-,

� � ��
0.2

<,��
01

v:
.

, ... �

\) :-0.4

V :: -07

\) :-08

\) :-0.9

v :-1.0

10 0.8 O£ 04 02 0 2 3 4 5

Fig. 13. Abaco de dimensionamiento IJ E;;; ·0.4.

6

\I ;- 0)

i- 44 -1--. . - ----

! e/h I I
, 40

I i i

i I I I I
\) :-01

i I
i I

\i I
16

I I
1\ \�

, 32

LV'.O' iI

I
'\

28 -- ----j.-----+-

\
,

\.\{. 24 I
!

'\\ I !\:

1"\
2.0 . \)�1-o.2:r-, I\ 16 I

\),·02 ! L \
_---

<, � 0J I ., \J'�'\ I "\_- "- 12
'

��� 0-.'1\
I

\i I
: ,"-

08
� � ���

- �
04

I " ,

� / I) i\I:: -0" \,I:: -04

19

tf· ..

h • +.

it: ...
+-b-+

h'/t. ::0.1

'lid ,UOIIII.1511gkm'
"'lidtJ ,--
"" ...

", _N_
.......

7 h/r x 1000

ttrF:]
h�

+- .--+
h'/h :01

,
I,d' .200/U5'gotnl

AI,dU ,--

hbfed
N

V'--
hbfcd

10 08 06 04 02 0 2 4 6 8 10 12 14 h Ir x 1000

Fig. 14. Abaco de dimensionamiento II ;;OlI -0.4.



20 REVISTA DEL IDIEM vol. 21, nO I, mayo 1982

, I --

.. �
1
1

.L. ... .-0'

- . j

tt[3\1.-0' r-
\I • ..Q.5 h ..

+--. --+
"".11'1 .01

I

',0 • UOO/ll5l1 .....

U
. ,"

.�
v.-"_

"''''cd

1--

t--

5 • 1 hI, I 1000

j
1010- 0' 1-+-+-4----+--+-.Jo. - j

O. -

1
n'·- l-

J
I
1

., • ..0.1

, .·OJ

�::t:: """":ro..��",,,,�
" .-OJ
" .- I D

f>-..<:"""'''k''-''��

10 08 06 040 Q2 0

Fig. 15. Abaco de dimensionamiento II = -0.4.

Cada abaco e st a form ado por dos partes diferen te s, En la parte derecha

se dibujan las curvas de curvaturas de referencia de agotamiento a inestabilidad

para los distintos axiles. ie l]«, hlr). Para e v i t ar graduar las curvas de curvaturas

de referenda en c ua n t f as , en las parte de la izquierda se repr e se n t a , para cada

curva de la d e re ch a , la curva e lh , w c o rr e s p o n d ie n te .

Forma de utilizacion

EI proyectista debe calcular los p a r a rn e tr o s adimensionales siguientes:

Nd

bh . fed
axil r e d u c id o :II =

h
excentricidad relativa m a x trn a ;

h
excentricidad relativa minima;

I
A -_

h
e sb e l t e z ge orn e tr ic a.

De acuerdo con el t ip o de se c c io n transversal elegido y el valor del axil II,

debe tomarse el abaco adecuado.

En este abaco se debe dibujar la directriz geometrica en el sistema c o o rd e

nado h l r , e lh de la parte derecha del ab ac o.

Se recuerda que los ab ac o s permiten la u t iliz a c io n de cualquier directriz
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geometrica, por ejemplo, la propuesta por el MCM 0 MDS.

La directriz ge cm e t ric a dibujada c o rt ara a la curva de curvaturas de

referencia de inestabilidad y agotamiento correspondiente al axil del soporte,
en dos puntos.

Luego deben trazarse dos rectas horizon tales desde los dos puntos de

in te r se c c io n anteriores hasta cortar a las curvas e lh , w correspondientes al axil

del soporte, de la parte izquierda de los abacos, en dos nuevos puntos.
Las cuandas de inestabilidad y agotamiento resultan las correspondientes

a las abscisas de e st o s ultimos puntos, que pueden ser facilmente leidas sobre

el eje de cu an t f as , W

EI menor de los dos valores de W obtenidos, sera la cuantia estricta de

dimensionamiento e in di c ar a el tip o de estado limite ultimo (inestabilidad 0

agotamiento) correspondiente al so porte dimensionado.

Tal como se ha explicado anteriormente el efecto de las cargas permanentes

puede ser tenido en cuenta en los abacos de dimensionamiento propuestos, utili

zando el procedimiento lineal descrito, es decir, introduciendo una excentricidad

debida a fluencia, ec' como parte de la excentricidad de primer orden.

A c o n tin u ac i o n se desarrolla un ejemplo. El proyectista conoce los siguien
tes datos.

I = 7.35 m

= 12 cm

N = -6750 Kp

El proyectista debe elegir tip o , dimensiones, d ist ribu c ion de armaduras y

caractedsticas de los materiales de la se cc ion transversal

b = 30 cm

h = 30 cm h' A/2

h' = 3 cm +fyk 4 200 kp/cm 2 h
=

'Yc = 1.5 h' A/2

"Is = 1.15
� �

"If = 1.6 b 1

Utilizando los datos anteriores se deben calcular los p aram e tro s adimen

sionales.

V = - 0.6

A = 24.5

e I /h = 0.4

En la Fig. 16 se muestra el abaco correspondiente a la sec cio n transversal

elegida y el axil de soporte a dimensionar.

Como puede verse, en ella se ha dibujado la directriz ge om e rrica del soporte
utilizando la h ip o te sis de d is tribu c io n senoidal de curvaturas (MCM).
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Fig. 16. Ejemplo de u t iliz ac io n. Abacos de dimensionamiento.

Siguiendo la c on s tru c c io n explicada se obtiene:

W
agotam icnto

= 0.96

W
ago tam iento

= 0.89

La cuanda estricta de dimensionamiento resulta:

Winestabilidad = 0.89

Precision y comparacion con otros abacos y tablas de dimensionamiento

Con objeto de estudiar la precision de los abacos de dimensionamiento propues
tos se ha realizado un extenso chequeo, con ayuda de computadora, cuyos
resultados se resumen en la Tabla I.

Para cada tipo de secci6n se ha p r o c e d id o a la c o m p ro b ac io n de los resul

tados obtenidos con los abacos de dimensionamiento respecto de los datos

por el MCM y el MDS respectivamente.
En cada comparaci6n se han considerado 150 diagram as de in te r accio n,

correspondientes a los siguientes p a r a m e tr o s :

x = 0; 10; 15; 20; 25;
= 1; 0; -1',

v = -0.1; -0. 2; -0.3; -0.4; -0.5; -0.6; -0.7; -0.8; -0.9; -1.0.
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TABLA I

ESTUDIO PRECISION. ABACOS DE DIMENSIONAMIENTO

eifel 1 0 -1

e � o � � e � o� � o � o �.§ .§ 0 .§ .§ 0 .§ .§ 0
.�

;;; .�

Seccion .= .=
0

-e c
.= .= c .= .=

0
-e c

.. ·0

� u :� �
.. :2 :; Metodo.� 0::I! 0 e .1: e u e 0 e > e e 0 e > e u."

transversal .. .� .. .. .. .:3 c ...� ...z:: .. .g � ...� .. .z:: �
.! c baseo .� 2 ; 0 � to o .� 0 to 0 o .� o .. � ..

t a t ..
.. t .. t OIl t Q� t

..
t 2:' .. u ..

� � oP3 11.1 &. ..
11.1 &. .. oP311.1 c. III III c III III c III

A/2 0.0 -12 -0.2 0.8 0.0 -13 -0.5 1.5 0.0 -12 .0.5 1.5 MetodoCM

+
A/2 0.0 . 9 -0.3 0.7 0.0 -13 -0.5 1.5 0.0 -12 -0.5 1.5 M.itodo D S

... ..... 0.0 -20 -0.5 1.5 0.0 -22 -0.7 2.4 0.0 -22 -0.7 2.2 MetodoCM

... + ...
A (8¢) 0.0 -16 -0.5 1.5 0.0 -22 -0.7 2.3 0.0 -22 -0.6 2.1 Metodo 0 S

...........

A" 0.0 -24 -0.8 1.9 0.0 -24 -0.8 2.7 0.0 -22 ·0.8 2.6 MetodoC M

AI'fA"
"14 0.0 -20 ·0.8 1.8 0.0 -23 -0.8 2.6 0.0 -22 -0.8 2.5 Metodo 0 S

IIp - "B
Error .. • 100

"B

Para cada diagram a de i n t e r a c c io n se han chequeado de 9 a 19 pu n t o s.

correspondientes a los valores de V= 0; -0.1; -0.2; ...... , segu n el valor de la cu a n

tfa.

Para cada punto chequeado, el error correspondiente a los ibacos de

dimensionamiento se ha computado como:

VA D
- VM Base

eOfo = -------

"M Base

. 100

siendo:

AD = Axil obtenido se gu n ibaco de dimensionam iento propuesto.
M Base= Axil obtenido segu n m e t o d o de base utilizado (MCM y MOS, respec·

tivamente).
Ya que 10 s ax iles de c om presion se han con siderado n ega tivos, los errores

negativos corresponden a resultados del lado de la inseguridad siempre respecto
a los resultados obtenidos mediante el uso del m e t o d o de base utilizado.

EI anilisis de la Tabla I permite obtener las siguientes conclusiones:
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1. No existen errores positivos, es decir, los a b ac os de dimensionamiento

siempre dan resultados del lado de la seguridad.
2. Los errores medios y desviaciones t fp ic as siempre son p e q u eft o s. Los

valores mayores encontrados son 1.1 y 2.9"10 respectivamente. De esta

forma se puede aceptar la curva de curvaturas de referencia de inestabili

dad como va lid a, ya que e s ta constituye la u n ica fuente de posibles dife

rencias entre el MCR y los m e t o d o s de base utilizados.

3. Los errores rn ax im o s negativos son puntuales, ya que tanto la media
como la d e svi ac io n son siempre valores muy p e q u e fi o s , y se producen
solo para cuantias p e qu e fi as.

Finalmente, en la Tabla II se muestra un cuadro c o m p ar at iv o de los

distintos ab ac os y tablas de dimensionamiento existentes y los abacos pro

puestos.
TABLA II

CUADRO COMPARATIVO ENTRE DISTINTOS ABACOS

Y TABLAS DE DIMENSIONAMIENTO

CEB-FIP Capra Beton

Parametres Manual de Davidovich Kalender Arenas Corres

Pandeo 1976

Sec cion
Rec tangular Rec tangular Rcc tangular

trasversal
Circular

Circular Circular Rectangular Rec tangular
Diagonal

Distr ibucion Angulos Angulos Angulos

armadura Uniforme Angulos Uniforme Angulos 8 redondos
Uniforme

Recubrimiento 0.10
0.05 0.05

relativo 0.15
0.125 0.10 0.10 0.10

0.15 0.15

Diagrama acero Bilineal Bilineal Bilineal Bilineal Bilineal

fyk
420

400
420

500 220
420 420

Coeficienre 0
0

f1uencia C/>
0

2
0 1 Todos

2

14-16-1 8- 20
10-15-20

Esbeltez 0-10-20 22-24-26-28 Todas entre

A= lid 30-40 30-32-34-36 0-50
25-30-35 Todas
40-45-50

38-40-42-44

1
Relacion 0
excentricidades 1 1 1

- 1 Todas

Nurnero de 100
64 12 81 18

abac os Tablas

Windels

Merodo
Columna Columna Kordina Deformada Curvaturas
Modelo Modelo Quast Senoidal Referencia

Nomogramas
Norma MC - 78 BAEL-80 DIN 1045- 72 EH - 80 EH - 80
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En el cu a d r o pueden distinguirse tres grupos de p aram etros: en primer

lugar pad.metros relativos a la se c c io n transversal, luego parametros relativos

al soporte y finalmente el nu m e r o de abacos y tablas correspondientes a cada

propuesta.

FORMULA DE DIMENSIONAMIENTO

Formulas de dimensionamiento

A c o n t inu ac io n se presentan unas formulas de dimensionamiento 21, 24 dedu

cidos del m e t o d o de las curvaturas de referencia.

Para obtener e s t as formulas de dimensionamiento se ha partido de las

h ip o t e sis que se anotan a c o n t inu ac ic n .

Se considera com 0 directriz ge o m e tr ic a la definida por el MeM, es decir,
la que se deduce de adoptar una d is tr ib u c io n senoidal de curvaturas en el

soporte. Tal como se ha e x p lic a d o , si bien esta directriz ge o m e rr ica no repre
senta estrictamente el caso de soportes equivalentes con excentricidades desi

guales en las articulaciones, t ie n e la yen taja de una ex presion sencilla y preci
sion adecuada.

Se sustituyen las curvas de r e fe re n c ia de inestabilidad y agotamiento y
las curvas w, e/h por rectas ajustadas por m in irn o s cuadrados. Tal como puede
observarse en los a b a c o s de dimensionamiento en general, las curvas de curvaturas

de referencia tienen aspecto de tram os de parabola. En la referencia 1 se han

desarrollado formulas de dimensionamiento utilizando para el ajuste de las

curvas de curvaturas de referencia parabolas y rectas; sin embargo, se ha observa

do que los resultados obtenidos con el aju st e por rectas no introducia gran des

errores, a la vez que p e rrn it i a una formula bastante mas simple.
De esta m a n e r a , para cada tipo de se c c io n , las curvas de curvaturas de

referencia y la curva w, e lh pueden expresarse:

h l r = (31 + (32 . e/h 8

9

Los coeficientes (31, (32, al y a2 son los coeficientes de ajuste y se presentan
tabulados en la Tabla III en fu n c io n del axil v.

En la referencia 21 se han desarrollado asim isrn o tablas para distintos

valores de h 'lh .

Para cada axil v se presentan dos juegos de valores de a y � que corres

ponden re sp e c t iv a m e n t e a las curvas de curvaturas de referencia de agotamiento
e inestabilidad.

Para la d e du cc io n de las formulas, es necesano recordar que se trata de

obtener el valor de la cuantia correspondiente al punto de in terseccion entre
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la directriz ge om et ric a y las curvas de curvaturas de referencia.

TABLA III

TABLA DE COEFICIENTES NUMERICOS PARA LA

FORMULA DE DIMENSIONAMIENTO

ln e st ab ilid ad Agotam ie n t o

Scccion

transversal
v

Ct. Ct2 {31 {32 Ct. Ct2 {31 {32

·0.1 ·0.10 0.26 3.11 0.22 ·0.11 0.25 13.89 0.19

-0.2 -0.18 0.51 3.73 0.25 -0.19 0.50 12.04 0.00

-0.3 -0.23 0.75 4.54 0.00 -0.24 0.75 8.03 0.00
A/2

-0.4 -0.23 1.08 3.14 1.03 -0.26 1.00 6.02 0.00

+ -0.5 -0.22 1.43 2.27 2.01 ·0.24 1.32 4.84 0.93

·0.6 ·0.17 1.77 1.76 2.81 -0.21 1.65 4.01 1.99

A/2 ·0.7 ·0.10 2.08 1.42 3.53 ·0.14 1.96 3.43 3.01

·0.8 ·0.02 2.37 1.06 4.58 ·0.05 2.22 2.72 4.90

·0.9 0.08 2.63 0.88 5.28 0.04 2.46 2.33 6.34

·1.0 0.17 2.90 0.72 6.11 0.15 2.6R 1.96 8.14

·0.1 ·0.14 0.33 3.08 0.28 ·0.1 5 0.29 15.77 .1.83

0.2 ·0.24 0.68 3.70 0.32 ·0.26 0.63 11.65 ·1.94

.. 4- 4- ·0.3 ·0.31 1.00 4.54 0.00 ·0.32 0.99 8.08 ·0.58

·0.4 ·0.32 1.44 3.06 1.37 ·0.35 1.34 5.91 0.67

4+t ·0.5 ·0 . .'\0 1.90 2.15 2.67 ·0.31 1. 75 4.90 1.50

·0.6 ·0.24 2.30 1.64 3.67 ·0.27 2.04 3.93 2.90

A (8 ¢ l ·0.7 ·0.14 2.63 1.33 4.48 ·0.19 2.37 3.35 4.19

.. 4- 4- O.R ·0.04 2.93 1.00 5.69 ·O.OR 2.61 2.67 6.36

·0.9 0.06 3.22 0.H5 6.48 0.02 2.RS 2.35 7.81

·1.0 n.1 6 3.52 0.70 7.45 0.12 3.06 2.05 9.56

·0.1 0.1 :; 0.37 3.06 0.32 ·0.16 0.31 15.54 ·1.81

0.2 0.27 0.76 3.69 0.36 ·0.26 0.66 1 1.81 ·2.15

.0.3 0.35 1. 13 4.54 0.00 ·0.33 1.03 8:08 -0.65
AI4

U ..17 1 .6 _l 3.01 1.55 ·0.36 1.42 5.93 0.78·0.4

A/4+Ai' ·0.5 ·0.35 2.13 2.09 3.00 ·0.33 1 .75 4.75 1.85

·0.6 ·0.2H 2.56 ],59 4.09 0.28 2.1 5 3.89 3.31

A/4
·0.7 0.17 z.s» 1.30 4.91 ·0.20 2.48 3.31 4.69

0.8 .()_O 5 3.17 0.98 6.19 ·0.09 2.72 2.64 6.93

·0.') o.os 3.48 0.83 7.02 0.02 2.96 2.33 8.40

].0 0.16 3.80 0.6') 8.05 0.12 3.1 7 2.05 10.16

"'Ill ,0.10 fyk = 420 MPA 'Ys = 1.1

Si la directriz g e o m e t r ic a puede expresarse:

e lh = eo/h + h l r
"

10

sustituyendo la 8 en lOse o b t ie n e :

e lk =
eo/h + {3.'{3

1 - {32 . {3



DIMENSIONAMIENTO SOPORTES ESBELTOS DE HORMlGON ARMADO 27

siendo

Es decir, se obtiene la excentricidad de la secci6n mas solicitada. Finalmente

el valor de la cuan tia correspondiente a esta excentricidad viene dado por:

w = a1 + a2 'e/h 11

Forma de utilizacion

Para la u riliz a c io n de las formulas simplificadas hay que seguir el procedimiento
que a c o n t inu ac io n se puntualiza.
1. El proyectista debe calcular los p ararn e tr os adimensionales siguientes:

Nd
J) =----

bh . fed
Axil reducido;

Excentricidad relativa maxima

Excentricidad relativa minima

eo

h
Ex cen tricidad relativa equ ivalen te

Esbeltez ge orn e tr ic a

Pa ram e tro auxiliar.

2. De acuerdo con el tipo de se cc io n elegida y el calor del axil, II, se debe

buscar en la tabla correspondiente:
de inestabilidad

de agotamiento.

3. Seguidamente se deben calcular los valores de e/h y w de inestabilidad y

ago tam ie n t o , utilizando las ecuaciones 10 y 11 con los valores de los

coeficientes a y � respectivos.
4. El Menor de los dos valores de w obtenidos, sera la cuantia estricta de

dimensionamiento e in d ic ar a el tipo de estado limite ultimo (inestabilidad 0

agotamiento) correspondiente al soporte dimensionado.

Tal como se ha explicado para los abacos de dimensionamiento, el efecto
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de las cargas permanentes puede ser tenido en c u e n t a utilizando el procedi
miento lineal, es decir, introduciendo la e x c e n tr ic id a d debida a f1uencia (ec) como

parte de la excentricidad de primer o r d e n ,

A c o nt inu ac io n se describe el proceso de d im e n s io n a m ie n t o , u ri liz an d o

las formulas sim p lific ad as, para el mismo s o p o r t e dimensionado con los a b acos

de dimensionamiento propuestos.
Ade m as de los p ar a m e t r o s adimensionales ya calculados, debe calcularse

� = 0.06

De la Tabla III para una s e c c io n con armadura s i m e tr ic a en c a r a s opuestas

y II = - 0.6 se obtiene:

Inestabilidad Ag o t a rn ien to

QI = 0.21

Q2 = 1. 65

�I = -I. 0 1

�2 '" 1.99

QI = 0.17

Q2 -_ 1. 77

�I = 1.76

�2 = 2.81

y se calcula:

e/h =

0.4 + l. 76 . 0.06

1 - 2.81' 0.06

0.4 + 4.01 '0.06
0.61 elh = --------= U. 7.3

1 � 1.99 . 0.06

w = 0.17 + 1.77' 0.61 = 0.91 V = - 0.21 + 1.65' 0.73= 0.99

La cuanda estricta de dimensionamiento r e s u l t a entonces ev = 0.91 e

indica que el soporte a l c a n z a r a el estado lim ite u l t irn 0 de inestabilidad.

Precision y comparacion con otras formulas sirnplificadas
Con objeto de e s tu d ia r la precision de las formulas de dimensionamiento pro

puestas se h a realizado el mismo chequeo que para los a b a c o s de d irn e n s i o n a m ie n

to. En la Tabla IV se muestra, en l a ultima fila de cada t ip o de s e c c io n , un

resumen de los resultados o b t e n id o s utilizando el MCM como m e t o d o de base.

Del a n a l isis de e s t o s resultados se pueden s a c a r las siguientes conclusiones:

Las formulas s im p lific a d as propuestas pueden dar errores positivos, es d e c ir ,

del lado de la inseguridad, pero siempre muy p e q u e n o s. EI valor maximo

obtenido es de 3.6% con valores medios s ie m p r e negativos. Estos errores p o sit i

vos son debidos al ajuste p o lin o m ic o de las curvas de curvaturas de referencia. Sin

em bargo, una buena m u e s t r a de la validez de la sim p lific a c io n adoptada la

constituye el hecho de que estos errores son siempre muy p e q u efi o s.

AI igual que en el caso de los abacos de d im e n si o n a m ie n t o , tanto el valor

medio del error como la d e sv ia c i o n t Ip ic a son siempre p e qu e fi o s. Los v a lo re s

m a x im o s e n c o n t r a d o s son II y 3.5% respectivamente.
La misma s iru a c io n pr e se n r a d a con los abacos de dimensionamiento se re-
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pite para las formulas simplificadas. Los errores m axim os negativos Ion puntuales
ya que tanto la media como la de sviac ion tipica son siempre valores pequeno.
y solo se producen para p e qu efi as c uan t Ias.

TABLA IV

ESTUDIO PRECISION FORMULAS DE DIMENSIONAMIENTO

RESPECTO AL MCM

ellei 1 0 -1

Seccion
0 0 ifl 0 0 ifl 0 0 .,.
5 ifl .5 ifl 0 .5 ifl .5# .52 .5' .5' 0 Formula

.� .� :.a "
.� .� -0 "

.� .� :.a "
'" :52 II .. :52 :; u :2 IItrasversal E 0 E .� E E 0 E.� E EO E.� E dimensionamimto;. �'"d ;. �'"d ;. �'"d

... - .. � .. .- " ...- w � ..

.� .; ....:: .. � .. .� .;o .::: o .. 0 ;. ... c·!:: 0" 0 0·- 0" 0
.. '" .. .. .. '" � .. '"

� � ..
.. � .. '" .. .. ..

.. 0 .. ... .. " .. .. 0 .. .. 0 .. .. .. u �

1M a. 1M " 1M aIM ilia. III " III a III ilia. Ill" III oPi
5.9 -30 - 5.0 7.4 18.2 -29 -2.8 7.2 6.9 -32 -4.6 8.5 CPIIO- 72

AI2 12_3 -34 -10.0 6.9 2.1 -38 -8.2 8_8 6_9 -22 -2.6 5.4 DINI04S-72

+ 48.9 -33 - 2.0 14.4 35.3 -36 -2.6 10.1 30.7 -35 -1.7 7.3 AC1318-78

AI2 1.4 -40 -11.0 8_6 2.6 -40 -7.9 10.1 2.9 -38 -5.9 9.5 EH-80

3.6 -18 - 0_0 1.8 3.6 -18 -0_5 2.0 3.4 -15 -0.5 1.9 FORMULA MCR

16.0 -34 3.6 8.0 19.1 -29 -2_1 7.2 7.5 -36 -4.4 8_2 CPll0-72.. ... -+
13.5 -28 - 9.2 6.7 4.5 -31 -8.2 8.3 12.2 -19 -2.1 4.7 DINI045-72

.. ++ 61.1 -28 2.3 16.7 43.4 -30 -0.5 10.6 32_0 -31 -0.5 7.5 AC1318-78

AI8IZI1 4.1 -42 9.8 8.8 3.9 -42 -7.9 9.9 3_4 -40 -5.8 9.4 EH-80
-+- ... --+ 2.9 -22 - 0.4 2.1 2.9 -22 -0.6 2.6 2.9 -20 -0_5 2.6 FORMULA MCR

13.3 -34 2.5 7.9 19.8 -30 -1.7 7.5 6_3 -34 -4.2 7.9 CP 11 0-72-

'14
12.1 -26 - 8.3 6.3 3.4 -31 -7.9 7.9 12.2 -17 -1.8 4.4 DINI04S-72

...+ 69.1 -26 4.2 17.3 47.0 -28 0.4 11.0 36_8 -30 -0.3 7.9 AC1318-78

." 5.9 -43 - 8.9 8.4 5.8 -43 -7.7 9.5 6.3 -41 -5.6 9.1 EH-80

3.5 -24 0.8 2.4 3.5 -24 -1.1 3.1 2.6 -22 -1.0 2.9 FORMULA MCR-

error Of. : vp - VB 100

VB

Finalmente, tam bien en la Tabla IV se muestran los resultados de la m ism a

co m p ar ac io n c o rr e sp o n d ie n t e a otras formulas simplificadas existentes, que pre
sentan los c o d ig o s CP 110 - 72 in gle s , DIN 1045 - 72 aleman, ACI 318 - 78 ameri

cano y EH - 80 e sp afi o l.

En primer lugar resulta interesante recordar que las formulas de dimensiona

miento propuestas son las u n ic a s que p e rrn it e n obtener directamente la cuantia

estricta, mientras que todas las otras solo permiten obtener un momenta

transformado para tener en cuenta los efectos debidos a la esbeltez, y obligan a

la u tiliz ac io n de diagram as de in t e racc io n, abacos, etc, para el calculo de la

armadura en flexion com puesta.

Otra diferencia importante es que las formulas de dimensionamiento pro

puestas permiten el dimensionamiento directo de soportes cortos presentando
de esta manera la misma ventaja de continuidad, en cuanto a dimensionamiento

de soportes cortos y esbeltos, que los abacos de dimensionamiento.
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Los resultados de la tabla IV. c o r r e sp o n d ie n t e s a las formulas simplificadas
propuestas por los c o d igo s, hacen ver que:

En ro d o s los c a s o s, los errores POSltIVOS. del lado de la inseguridad. son

altos. En particular. en el caso de la formula del ACI 318-78 el valor medio
puede ser incluso positivo.

Los valores medios y desviaciones r i p ic a s son slempre mucho mayores que
para la formula de dimensionamiento propuesta. Ad e m a s , los resultados son

d if [c ile s de sistematizar, ya que tanto los errores p o sir iv o s como los negativos
se producen aleatoriamente y en principio no e s t a n vinculados a c ie r t a s c o m b in a

ciones de los p ar arn e t r o s que intervienen (A. II. etc).

CONCLUSIONES

EI MCR presentado c o n st it u v e un rn e t o d o de d im e n s io n a m ie n t o directo general,
ya que p er rn it e la o b t e n c io n directamente de la c u a n r i a , tanto para s o p o r t es

cortos como para soportes e s b e lt o s de forma continua. Para el c a s o de soportes
cortos p e rrn it e obtener igual precision que la que dan los diagramas de i n t e ra c

cion de secciones. Para soportes e s b e l t o s que alcanzan el estado limite ultimo
de agotamiento de la s e c c io n c r i r ic a , la precision e s igual que la de los rn e r o d o s

de c o m p r o b a c io n MCM y MDS. Para soportes e s b e ir o s que alcanzan el estado
lImite ultimo de inestabilidad. los resultados coinciden con los de los MCM y
MDS 0 resultan ligeramente del lado de [a seguridad.

EI MCR p e r rn it e representar adecuadamente el fe n o m e no fisico de sopor
tes esbeltos ya que s e t ie n e n en c u e n t a s e p a r a d a m e n t e los estados Iimites
u lrim o s de inestabilidad v de agotamiento de la s e c c io n critica.

Re sp e c r o a su u t il iz a c io n , el MeR ha sido implementado mediante a b a c o s

de d im e n sio n a rn ie n r o y formulas de dimensionamiento y asi m rsrn o puede
utilizarse c o rn o d a m e n t e con computadora, ya que constituye un algoritmo
directo. Tanto los a b a c o s de dimensionamiento como las formulas simplificadas
propuestas son de faei! u r iliz a c io n y p e r m it e n la s o lu c io n del d im e n s i o n a m ie n r o

con adecuada precision.
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DESIGN OF SLENDER REINFORCED CONCRETE COLUMNS BY THE

REFERENCE CURVATURE METHOD

SUMMAR Y

The results and conclusion from a theoretical research about the design of slender

columns based on a curvatures of reference m e th o d are presented.




