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FUNCIONES DE AUTOCORRELACION Y DENSIDADES DE POTENCIA

DE ACELEROGRAMAS DE MOVIMIENTOS FUERTES·

Arturo ARIAS··

Luis PETIT LAURENT···

RESUMEN

Se describen algunas propiedades es tod ist ic as de los ace/e­

rogramas de temblores fuertes cons iderodos como procesos

estoccisticos. La descripcion e/egida es de segundo orden y

se hace a tr o ve s del ccilcu/o de las funciones de autocorre/a­

cion y de densidad espectral de potencia. Fueron analizados

un total de 38 sismogramas: 28 corresponden a registros nor­

teamericanos; 2, a un temblor registrado en Santiago de Chi­

le, y los restantes, ados temblores registrados, en dos e s­

taciones diferentes, en Ciudad de Mexico. De todos ellos

se dan los groficos de las dos func iones menc ionadas.

Se discuten los resultados, especialmente en c o ne x i on

con dos mode/os re cr ic o s del ace/erograma: aquel que 10 con­

sidera como un ruido blanco y uno propuesto por Kanai.

INTRODUCCION

Un examen superficial de los acelerogramas de movimientos fuertes revela las

siguientes caracteristicas aparentes:

1.- Los terre m oeos son fe norne no s transientes, de d ur ac ion finita y, por 10 tan­

to, no e s tac ionar ios;
2.- La ace lerac ion , como func i on del tiempo, presenta una extrema irre g ular i­

dad;

3.- Las diferentes partes de un m i s m o registro ofrecen caracteristicas distin­

tas, sobre todo en 10 que se refiere a la intensidad de la ac e le ra c ion ;
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Antisismica. La version p re s e n re contiene a l g u n a s modificaciones •
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4.- Se podrfa pensar que la unica caracteristica c onnin a los ac e lerogramas de

movilnientos fuertes seda justamente su aleatodedad.

Esto ultimo fue 10 que condujo a G.W. Housner a proponer un modelo de

acelerograma en que e I temblor es considerado como un proceso a l azar. Supu­
so que la ace Ierac idn podia representarse €omo una sede de puIs os d is tr ibui­

dos aleatoriamente en el tiempo (1947)1. Siguiendo una idea similar, en los iii,

rimos afios , vados investigadores han representado los acelerogramas por r ui­

dos blancos.2,3,4,5.
EI propos ito de Ia pre se nte Inve suiga c ion es efectuar una primera explo·

rae ion del tema con e l objetivo final de averiguar de que manera y en que me d i­

da interviene e l azar en Ia c ons rituc idn de un acelerograma de mov imiento fuer­

teo La herramienta matemaric a indicada para e s re fin es Ia Es rad is ric a, yes·

pedficamente aquella rama de esta d isc ip.l ina que e s rud ia los procesos alea·

torios 0 estocasticos6,7,8.

PROCESOS ESTOCASTICOS

Un proceso e s toc as ric o es un conjunto 0 ensemble de elementos, func iones del

t ie mpo , para e I cual existe una medida de probabilidad que describe las pro­

piedades estadisticas 0 regularidades que pueden darse en una muestra grande
tomada del conjunto bajo condiciones similares.

En la prac t ica no s e dispone nunca de un conjunto c omp le ro sino s610 de

unos pocos elementos, un subconjunto, del c ua l e s a menudo posible deducir

aproximadamente las propiedades estadi'sticas del conjunto; e s ta aprox ima c io n

puede ser buena s i s e cuenta con un mimero suficiente de datos.

Mas precisamente entonces, podemos de c ir que un proceso e s roc a s r ic o ,

Iy(t)} es un conjunto de funciones Yl (t), Y2 (r),; .. junto con una medida de pro·

babilidad por la cual podemos determinar estadisticamente propiedades obs er­

vables para cualquier elemento (0 grupo de. elementos) del conjunto.
Si consideramos los registros de distintos terremotos obtenidos por un

ace lerografo, que opera en cor .Ic ione s invariables, tendri'amos a s i un c onj un­

to de funciones � (t), x2(t), ... xn(t), cada una de las cuales representa la ace­

lerac ion registrada en el pape I inscriptor como func ion del tiempo. Se podr ia

tratar igualmente de los desplazamientos 0 de las velocidades, ya sea obre ni­

dos directamente 0 por integraci6n del acelerograma.
Estas funciones constituyen elementos de un ensemble. Si sobre e s te en­

semble podemos definir una repartici6n de probabilidad, es decir, s i a cada sub­

conjunto Ie podemos hacer corresponder un mirne r o que nos da la probabiIidad
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de que al e le g ir al azar una func ion d e terminada, esa func ion pertenezca al

subconjunto, e ntonc e s e l conjunto de todas estas funciones, mas la d lsrr ibu­

cion de probabilidades c ons t ituiran un proceso aleatorio.

Func/ones de distribucion

La de scr ipc Idn estadistica de un proceso aleatorio se puede hacer por medio

de las func Ione s de d istr ibuc ion, Estas func ione s de d istr ibuc ion pueden ser,

como se explica en los textos, de primer orden, de segundo orden, 0 de a lgun
orden superior, segun queramos re Finar la de scr ipc ion d'el proceso. Diremos de

paso que una de scr ipc ion de orden n incluye todas las descripciones de menor

orden y si conocemos una de scr ipc ion para n = 00, e l proceso e s tara descrito

estadisticamente de manera completa.
Se definen, en seguida, las funciones de d isrr ibuc ien de segundo orden,

que interesan especialmente por las s ig uie nte s razones:

a) Las distribuciones de segundo orden tienen re Iac ion con Ia energia.
b) Conociendo Ia func Ion de d istr ib uc ion de segundo orden de Ia entrada (input)

de un osciIador lineal, quedan determinadas las mismas funciones para la

salida (output) de 1 oscilador.

c) La de scr ipc icn de segundo orden incluye la de primer ord e n,

Las lunciones de distribucion de 2Q orden

Consideremos los valores de Ia func ion ii(t) para dos valores arbitrarios t y t
1 2

de Ia variable tiempo. La func ion de d is tr ibuc ion de segundo orden de i(t) que-

da definida por:

F (i ,t ; x , t ) = p I x (t ) (: x , ii (t ) � it I
21122 r 1122

(1)

y Ia densidad de probabilidad f e s tara dada por Ia re lac ion
2

(2)

Definire mos e l momento oc

jk por Ia e c uac ion

+00 + 00
.

ac

J' k= f dii f di i J i
k

f (x ,t ; i , t )
1" 2 1221 122

_·oo - 00

( j, k, enteros) (3 )

Este momenta e s el valor medio de ijxk tornado sobre el ensemble.

EI momenta oell t ie ne especial importancia; 10 designaremos por <PXX(tl,t),
y 10; llamaremos funcion de autocorre lac ion de x
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+00 + 00

¢.. e, (t , t ) = fdi f dx X if: f (x, t ; if , t)
X... 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2

-00 -00

(4 )

Desgraciadamente, el n umero de registros de temblores fuertes de que

se dispone en la actualidad es insuficiente para hacer e l calculo promediando
sobre un ensemble; en algunos casos solo poseemos un elemento. Esta d if i­

cultad puede salvarse sustituyendo los promedios sobre e I ensemble por pro­

medios respecto al tiempo. As! tendremos para la func Ion ¢:

T
1 +-

¢ ... (r) = lim - J i� (t) XJ• (t + r) dt
xI T-+oo T

,

J
T

2

siendo r = t - t • El s ub ind ic e j indica la funcion 0 elemento del ensemble pa-
2 1

ra e l cual se hac e el caIculo.

(5)

La ide nriflcac ion de estas dos definiciones de ¢ solo s e cump le cuando

e l proceso es estacionario y ergodico; asi ocurre s i los valores medios del con­

junto son independientes del tiempo. Para e s te caso la func ion de a uroc orre­

Iac Ien es solo func ion de la diferencia t - t = r.
2 1

Desafortunadamente, los terremotos no son procesos estacionarios y, por

10 tanto, tampoco son e rgcd ic os . Promediar respecto a l tiempo para calcular

¢ (r) es solo una apros imac ion, En otras palabras, las func iones a s i obte n id a s

pueden caracterizar bien los registros de donde se obtienen, pero no al con­

junto de terre moros , e l cual podri'a tener caracteristicas diferentes de las que

se obtienen a traves de promedios en e l tiempo sobre elementos individuales

del ensemble.

Vamos a proceder a c ont inuac ion a enunciar algunas propiedades de la

func;.ion de autocorre lac iou, ',9, 10

Prop;edades de la func;on de autocorre/ac;on

I) ¢ (0)=i2(t) (6)
iij j

II) cp ... (r) = cp ... (- r) (7)
xJ xJ

III) cp�. (0) > I cp ... (r) I (8)
xJ xJ '

IV) Si it (t) = u (t) + v (t)

y ademas, u(t), Vet) son estadisticamente inde pe nd ie nre s , e ntonc e s

se tieoe

cp .... (r) = cp (r) + cp (r)
xx u v

(9)

De las propiedades c irada s merece mayor ate nc ion IV que nos da Ia pos i-
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bilidad de descomponer una Iunc ion dada, x(t), en funciones s e nc i l la s , Cons i­

deremos algunos casos particulares. Se puede demostrar que:

a) Si it(t) = a = cte -I.. (T) = a2, 'fix

b)
2

Si x(t) = a sen (w t + <l», ¢X(T) = 7- cos co t

(10)

(11)

c) Si x(t) es al azar, se te ndr a que

¢ (r) -+ 0, cuando r -+ 00
x

(12 )

y la funci6n ¢x(r) te nd r a un comportamiento como e1 que se representa esque­

maticamente en la Fig. Ie.

Segun los resultados re c ie n anotados podemos e nunc iar las s igu ie nte s pro­

piedades de la funci6n¢.(r), en re lac i on con e l pr oc e s o ale a tor io :
x

a) Si Ia func Ion i(t) posee las propiedades siguientes:

i(t) = a + e (t ) con e (t) = 0, a = c te

entonc e s

¢ .. (T) = ¢tc(r) + a2
x �

(13 )

Este caso no pue d e pre s e ntar s e para un acelerograma real, ya que s u po n­

dria que e l suelo queda con una v e Ioc id ad constante una vez terminado e1 te rn­

blor, cosa que, por c ie r t o
,

no s uc e d e .

b) Si x(c) posee una componente sinusoidal, e s ra componente aparece

mezclada en 1a func i Sn de a utoc or re la c i on conservando s u frecuencia.

c) Si el proceso t ie ne una componente a1 azar, e s ta 5610 a fe c tar a la

primera parte del corre1ograma.

'Pj( 1, )
Fig. la. i (tl a; ¢;; (Tl

2
a

o�-------------------------
Fig. lb. ;; (tl

9 .. (r)
x

a sen (wt 1 cb);
.9,l cas W r

2

¢ .. (r) -+ 0 r • 00
x

Fig. I. Funciones de autocorrelacion ¢ .. (r),
x
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E I II: orr. I09rama
Con e l objeto de comparar las funciones de autoc orr e Iac i Sn c orre s pond ie nre s a

dos funciones li(t), yet) conviene normalizar aque Ilas de modo que las ordena­

das rp. (0), rp.y. (0) sean a mba s iguales a la unidad. La func Ion as! obtenida la
x

,.

designaremos por R (r),

Rx (r) =
rpx (r)

rp .. (0)
x

de donde

y I R .. (r) I � 1
x

Los graficos R(r) v s , r los llamaremos correlogramas.

1\

R(�)

Fig. II. Correlogromo.

,Que significan e s to s graf ic o s ?

Supongarnos que para la ab s c i sa T1, la ordenada del c or r e l ogr a ma es rUT,)
El valor de e s ta ordenada es una me d id a de la c or r e la c i o n entre la a c c l c r a­

cion registrada en el instante t y la ac e ler a c ion r e g i s rr a.l a c n e l i n x t a nt c

t + T
1 •

En realidad, dado que al normalizar s e haec R (0)

c oe fic ie nre de c orre lac ion entre i(t) y i(t + T).

1, R(T) d a d ir c c ta me nt c ('I

(I'll

(1 �)
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Para

O (16)� T < To

resulta fi.(T) >0 Fig.lI;es decir,que para los valores de Tque satisfacen las de­

s igue ldade s (16), los valores de x(t) y x (t+T) e s ta n correlacionados positiva-
mente.

El hecho de que el c orre Iograrna tenga la forma de una onda a mort iguada
significa que la c orre Iac ion entre i(t) y ii(t + T) se va haciendo menor a medida

que crece T, aunque no monoroname nre , ya que, por 10 general, se gun se vera

al describir los resultados numer ic o s , los c orre lograma s presentan osc i lac io­

nes. Cualitativamente, podemos decir que mientras mayor sea la importancia
de las componentes sinusoidales (deterministas) del acelerograma, menor sera

el amortiguamiento del correlograma, y las ordenadas de los max imos y mini­

mos del grafico d is m inuiran lentamente. En cambio, mientras mas imp orra nre s

sean las componentes propiamente aleatorias de la func ion idt), mas amorti­

guada resulta la func ion R(T), que incluso puede llegar a tender a cero sin os­

cilar.

EI valor ·de To e s una medida de la "coherencia" de las aceleraciones

en e l tiempo. Si Toes pe que fio y el correlograma es fuertemente amortiguado,
habra corre lac ion positiva significativa entre x(t) y it(t + T) solo para valores

pequefios de T, (O<T<o); para todo propos ito prac t ic o , las aceleraciones en dos

instantes t ,t tales que It - t I> To s e r a n estadisticamente ind e pe nd i e nte s
1 2 1 2

entre S1. En cambio, s i To es grande, habra c orre lac ion po s it iva entre x(tl) Y

i(tz) aun para valores relativamente grandes de I t2 - til < To Y el sismograma
Sera mas coherente.

AnUogamente, s i el correlograma es d eb i lme nte amortiguado, habra corre­

lacion fuerre , positiva 0 negativa, entre x(tl) y x(t2) aun para valores de I tl
- t2i

bastante mayores que To' cualquiera que sea e l valor de To •

Densidad espectral de potencio
Si calculamos la transformada de Fourier de la Iunc i on de aut oc orre la c i on , e s­

to es
+00 .

Si «(L) = f ¢x (T) e
-1WT dr (17)

-00

obtenemos una nueva func ion , que llamaremos espectro de potencia y que lie­

vada. a un grlifico nos indica como e s t a d i s tr ibu id a la potenc ia entre las dis­

tintas frecuencias presentes en el acelerograma.
Se enurneran a continuac ion algunas propiedades de esta func ifin8, 9, 10, 11

Se puede de mos trar que

I) S .. «(L) = S"(-W)
x x (18)

Es decir S .. (w)·es una func ion par..

x
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II) Sii:«(I) e s real. Esto se debe a que la func ion cp;;(r) e s par y podemos e s­

c r ib ir ,

""

s .. «(I) = 2 f ePi(r) cos (I) r d r
x

0

(I9)

III)
00

x2 = .!.. f S (eu) deu = cp .. (0)
" 0

lC x

Hay dos casos de proc e sos sencillos que conviene anotar:

(20)

a) Si i(t) = a, 4> .. (r) = a2, ....L S .. «(I) = a2 8«(1)x 217 J:
(21)

b)
2

Si i(t) = a sen «(I) t + cp), CP.. (r) = .!... cos (1)0 r, yo x 2
1 a4
- S .. «(I) = - 8 ( \eu\ - (I) )
2" x 4 0

en que 8«(1) y 8(\(1)\- (1)0) son funciones 8 de Dirac.

De aqui fluyen las consecuencias que se indican a continuaci6n:

(22)

a') La 'pre s e nc ia de una componente constante y permanente en el acelerograma
se reconoce porque da origen a una punta en el e s pe c tro de pote nc ia para w = o.

Si e l acelerograma cumple con la condie ion i =I 0, e ntonc e s

(23 )

o sea que e l e spe c tro s e c ompone de una punta en e l origen y de una func ion

S 1 (w) corre s pond ie nre a las componentes del acelerograma que quedan des­

pue s de re s tar la c ompone nte c ons ta nte y permane nte . Para e s te caso s e pue-

de demostrar que

(24 )

b') Cualquier componente sinusoidal de frecuencia circular Wo en el a c e le r o­

grama da or ige n en el espectro a dos puntas s imetr ic as con re s pe c ro a l eje
w = 0, para los valores + Wo •

Llamaremos densidad e s pe ctra l de pore nc ia a la func ion Si(w) norma l iz a­

da de modo que se tenga

(2S)
,.

La func ion Si(w) as! normalizada la designaremos por Si(cu)
Ruic/o blanco

Llamamos ruido blanco de banda infinita a un proceso aleatorio cuyo espectro

de pore nc ia e s una c ons ta nte :

S .. (w)=So=Ctex
(26)

Se tr ata de un caso ideal que no pue de dar se en Ia prac r ica , ya que la po-
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tencia total resulta infinita.

La func ion de a uroc orre lac i on de un ruido blanco e s una punta en e l origen.

S:.l,W)It

wo

I

o

Fig. III. Espectro y funcian de autocorrelacian de un

ruido blanco de banda infinita.

Mas inre re s tiene para nuestro e s tud io el ruido blanco de banda limirada.

Llamamos as! a un proceso cuya densidad e spe c tr a l de potencia e s t a dada por

s .. (o )
x

"

S =

o

(27)

0, para rod o otr o valor de w

El grafico del e s pe c tr o se compone de dos re c tangu lo s dispuestos s ime­

tricamente re s pe c to del origen ,Fig. IV.

"

So
______________ I----------�----

-w, wo

Fig. IV. Espectro de potencla para un ruldo blanco de banda Ilmitada.
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La fundon de autoc orre lae idn Dormalizada de es re proceso es:

R .. (r) =

x

sencuor - sencu, r

{CUD - cu, )r
(28)

En Ia Fig. V se dan los correlogramas correspondientes a d iferente s r ui­

dos blancos de banda limitada.

r\
I
,

0
,
,
I

I I

I
I

I /
-0.5 .J

, I,

\..../

- �O
.l!. 2iT 3iT 4" 2.!!. 6ii
Wo w. Wo Wo Wo Wo

Fig. V. Correlogroma. de tre. ruldo. blanco. de banda IImltoda.

C!):,>, = D; (!)cu, = 0,5 cuo; (!)CU, = 0,8 CUo

Relacion entre los espectros Je ,potencia para las ace/eracion.s, las veloc id«,

Jes y los Jesplazamientos.
Se puede deducir ana lfrtcamente "

que', cons iderando que x = 0 antes y des­

pue s del terremoto y que x = 0 al comenzar e l terremoto y x = Cte una vez te r­

e lnado este, los espectros de densidad de pore nc ia para los desplazamien­
tos, velocidades y aceleraciones cumplen la re Iac ion

S (r.L) = _1_ S. (cu) = _1_ S. «.L)
x cu2 x CU. X

(29)

Esto nos da la posibilidad de obtener los espectros de potenc ia de las

-e Icc Idade s y de los desplazamientos a partir del e s pe c tro de pore nc ia de las

rc e Ierac ione s ,
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CALCULO DE LAS FUNCIONES DE AUTOCORRELACION Y DE LA

DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA PARA 38 SISMOGRAMAS

En las Tablas I y II se da una Iis ta completa de los sismogramas analizados.

TABLA

LISTA DE REGISTROS DIGITIZADOS

N
DaracloD Ar

eel

(
Marzo 10,33 N08E 820 20,5 1/40

VerDoD S82E 1000 25 1/40

Oct. 2,33 N08E 470 9,4 1/50

S82E H5 10,7 1/50

Marzo 10,33 N51 W 550 22 1125

Los Anleles, N39E 550 22 1125

Oct. 2,33 N51 W 650 13 1/50

N39E 600 12 . 1/50

Dj c, 30,34 NS 1240 24.8 1/50

El Centro EW 1050 21 1/50

Mayo 18,40 NS 1350 26,3 1/50

EW 1275 25,5 1/50

Helena Ocr. 31,35 NS 450 9 1/50

EW 480 9,6 1/50

Sep, 11,38 S45E 700 14 1/50

N45E 700 14 1/50

Ferndale Feb. 9,41 S45E 750 15 1/50

N45E 750 15 1/50

Oct. 3,41 S45E 850 17 1/50

N4SE 850 17 1/50

S tao Barba ra J UD. 30,41 N45E 750 15 1/50
.

S45E 750 15 1/50

Hollister Marzo 9,49 N89W 800 16 1/50

SOIW 750 15 1/50

Olympia A br i l 13,49 SlOE 1000 25 1/40

S80W 1015 25,4 1/40

Sea ule Abril 13,49 N88W 500 20 1/25

S02W 500 20 1125

S.ntia�o Sep. 13,45 S80W 350 8,8 1/40
(Chile NI0W 350 8,8 1/40

N mim ere total de pun eo s leidos en e l acelerograma
A r intervalo de muesrreo

Los 28 registros c orre s p on.i ie nre s a los EE.UU. fueron tomados de la pu­

b l icac idn de Alford, Housner y \farte Ill; los dos registros chilenos de la memo­

ria de los inge nieros Juan Le pe y Ramon T'orre s '". Estos r e g is eros fueron digi­
tizados para s er pr oc e s ad o s en un computador digital en la forma que se des­

cribe mas adelante.

Los 8 reg is tros mexicanos apare c e n ya digitizados en la pub l ic ae ien de

JenningsU
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q5�----�------�-----+------+-----�------�------�--�

Fig. 1

Correlograma
Vernon. California
Marzo 10. 1933 Camp. N 08 E

-�O�----���5------1�P------�lp------2�P------�----��------�3��--�

1.0.-------r------..--------,-------�--------------------------.
Fig. 2

Correlograma
Vernon. California
Marzo 10. 1933 Camp. 5 82 E

Q5�-----+------+------+------�----�------�------..----�

1,O�--�---�---�-F-IG-.-3----------
.....

Correlograma
Vernon, Calif.
Octubre 2.1933. N 08 E.

Q5H-------�-------4--------4_------�--------�------��
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TABLA II

TERREMOTOS MEXICANOS

� 8
May 11.62 N09E 0,0936 0,0319

Torre Latinoamericana H81" 0,0675 0,0152
May 19.62 NOJE 0,123 0,0181

N81 W 0,0083 0,0003
May 11.62 N I 0·46'W 0,3548 0,1121

Parque Alameda j N19·14'E .0,3068 0,1221
May 19.62 NIOQ46'W ·0,156 0,0329

N79Q14'E ·0,171 0,0512

:It = prnmedio de los valores digitizados
8 = correcci6n de los correlogramas

EI metodo de d ig it iz ac ion fue e l s iguie nte :

Pot medio de un epidiascopio se proye c to directamente e l registro sobre

un pape l milimetrado. Se eligio una distancia de proye cc Ion conveniente, de

modo que la escala de los tiempos s obre e l papel diera una re lac ion sencilla.

Desafortunadamente, la escala de las aceleraciones, que es distinta para cada

registro, no qued o en re Iac ion sencilla con e l milimetrado, por 10 cual las le c­

turas fueron hechas sin hacer la reduce ion. Para cada registto entonces se

anoto la escala y se c a lc ulo la re duc c ion a posteriori para hacer los graficos
de resultados.

Debido a que la distancia focal del epidiascopio no permitia muchas va­

riaciones, no siempre era posible encontrar una re lac ion sencilla para la esca­

la de tiempos, por 10 cual hubo que tomar distintos intervalos de muestreo.

Los intervalos tomados heron de 0,02; 0,025; y 0,04 seg.

Este metodo dio buenos resultados. A pesar de ello e s c oave nie ate citar

algunas fue nte s de error en las Ie c tura s . Los errores observables en los re­

gistros fueron los s igule nte s :

I} Las marcas en la escala de los tiempos no estaban igualmente espaciadas.
Para disminuir e l efecto de esta deficiencia s e ubicaba la proye cc ien de tal

modo que las diferencias entre las marc as de las escalas y las lineas del pa­

pel fuesen minimas.

2) Para los sismos de gran intensidad y peque fio periodo de onda, las curvas

eran simplemente rectas que unian las puntas. Ocurria a veces que estas rec­

tas no eran tales sino que, por defecto del dibujo, eran curvas que volvian ba­

cia atras, pud iend ose leer, para una misma abscisa, 0 sea, para un mismo va­

lor del tiempo, dos valores distintos de la ace Ierac ien. Para determinar estos
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valores se hizo una inter po lac icn entre las puntas.

3) Algunos sismogramas estaban interrumpidos en pequeiios intervalos. Para

subsanar este inconveniente se prolongaron los extremos hasta que se c or ta­

sen y se leyeron los valores sobre las prolongaciones.
Afortunadamente, estos errores carecen de importancia, considerando que

la func ien de auroc orre la c ion depende de todas las lecturas individuales efe c­

tuadas sobre el sismograma y, por 10 tanto,es relativamente insensible a los

errores ace identales cometidos en las Ie c tura s Ind iv idua le s ,

\iencionamos estas de f ic ie nc ia s considerando que, en e l futuro,estas d i­

gitizaciones pueden s e r usadas con fines mas precisos.
Los valores d ig it iz ado s fue r on perforados en c inta para ser procesados por

el computador digital.
Por falta de espac io no se tra ns cr ibe n las tab las de los valores digitiza-

dos.

AJaptacion Je las formulas para el ccilcu/o con computac/or c/igital
a} Funciones de autocorrelacion

Como ya hemos visto, la func i on de a uroc orre la c ion se puede c a lc u lar hac ie n­

do un promedio con respecto a l t ie mpo , esto mare ma t icame nre significa:
T

¢(r)=x(t)x(t+r)=lim +!�(t)x(t+T)dt (30)
T .... 00

T

2

Esta definicion rige para un proceso estacionario. Para e l caso de los te­

rremotos podemos hacer T igual a l largo del registro y la formula que dar ia

T

¢(r)=_l_!x(t) x (t+T)dt
T

0
(31 )

Ahora, como los registros digitizados constituyen una s e r re de punt os a

intervalos igua le s , /'1 t, la func ion de aut oc orre lac i on normalizada se puede
aproximar por la s igu ie nte e xpr e s i on :

N .j

.P(j) N .j
I X. xi+ ;1 1

=

¢(o) 1 N
2

X
N

(32)

donde

¢ (j) = ¢ (j /'1 t); x = x (i �� t )
1

N = /'1Tt = Numer o total de punt o s del r e g i srr o

j = 1,2, ... ,1"0

o sea que ¢ (r) se calcula para los siguientes valores de r:
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r = j f.!r = f.!r, 2f.!r, ••• ,1 SO M (f.!r = f.!t)

b) Dens iJaJ es pec:tra I de potenc:ia
La densidad espectral de po te nc ia se ca lc ulo haciendo e l transform coseno de

Fourier de Ia func ion de a utoc orre lac Ion

00

S «(U) = 2 f ¢ (r) cos (Urdr
o

(33 )

como Ia func ion de autocorre lac ion estaba definida por 150 puntos se ca lcu la­

ron los valores de ¢ (r) cos asr para e s ros 150 puntos ,

Sea
p j

= � cos j 0 , 0::; (UM

¢j = ¢(j M)

cos j 0 = cos j «(U f.! r) = cos (U(jf.!r)

(34)

Los f.!r son los mismos que para los correlogramas y sismogramas, 0 sea

0,02; 0,025 y 0,04 seg, se gun e l temblor. Los valores de (U para los cuales se

ca lc ulo S «(U) son:

Registros americanos y chileno; 2(0,25) 6(0,S) 20(1,0) 30(2,SO) 60 se g
r !

Registros mexicanos: 1(0,10) 6(0,2S) 10 seg-1
Para el c a lc ulo de las integrales se us o un metodo aproximado derivado

de la re g la de Simpson, original de F i lon 16,17,18:

S'«(U) =2f.!r[",(¢ sen 1500)+/3C + y C ]
150 25 25-1

(35)

en que

(j impar)

(jpar)

"', /3, y son func ione s de () dadas por :

cc = _1 +
()

{3

y

Los resultados obtenidos por e s te me tod o fueron puestos en graficos. Es·

tos gnificos, periodogramas, aparecen al final (Fig. 39 - 48).
Como los valores del correlograma estaban normalizados. el valor de 1a

densidad se obtiene multiplicando el valor obtenido por la media cusdrafies.
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(36)

RESUL TADOS

EI computador digital nos e ntre go los valores de las ordenadas correspondien­
tes a los correlogramas y a los e s pe c tr os de potencia. Con e s tos valores se

hicieron los graficos que aparecen en e l apend ic e (Fig. 1 al 48).

0) Corre/ogramos (Fig. 1 01 38)
Estos graficos llevan como abscisas la variable T (seg) y como ordenada,

R(T), que es la func ion de a uroc orre lac ion normalizada. El orden en que e stan

colocados es e l siguiente:
Primero, los correlogramas correspondientes a los 14 terremotos nortea­

mericanos (Fig. 1 al 28), en el mismo orden que aparecen en la pub l icac ion de

donde se obtuvieron los registros.
En seguida e s tji el terremoto de Santiago de Chile (Fig. 29 y 30).

Por ultimo aparecen los 4 terremotos mexicanos (Fig. 31 a 38).

Debe hacerse notar que la escala de I tiempo no es la misma para todos

los correlogramas.

b) Espectros de Potencia 0 Periodogramas (Fig. 39 01 48)
Los espectros de pore nc ia aparecen en e I mismo orden que los correlogramas.

Las abscisas de estos e s pe c tros llevan la variable w(seg.-1) y las orde­

nadas llevan la densidad e s pe c tra l de potencia Sx(w).
Estos espectros fueron obtenidos a partir de los correlogramas normaliza­

dos.

c) Observacion

Al dibujar los correlogramas correspondientes a los terremotos mexicanos es­

tas curvas quedaron notableme nte desplazadas con respecto al eje . Esto nos

hizo suponer que los ejes de los acelerogramas estaban mal trazados. Efect i­

vamente, a l hacer la suma de los valores digitizados e l promedio era bastante

diferente de O.

Para hacer Ia c orre cc ion se opere) como s igue: s upus imos un nuevo e je
corrido en la cantidad i.

Si llamamos y a las nuevas ordenadas y ii, a las antiguas, se tiene19

R it (7) - 8

1 - 8 (37)
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en que
,p

Se obtuvieron los valores de 8 para los ocho correlogramas y se c orr ij ie­

ron, quedando bien centnldos como pue d e apre c iarse en las figuras c orr e s pon­

dientes. Los valores de 8 aparecen en Tabla II.

DISCUSION

El metodo seguido para obtener los correlogramas y los espectros adolece de

c ierta s deficienc ia s que se discuten a continuac ion.

a) Al obtener las funciones de a ut oc orr e lac ion y los espectros de de ns i­

dad de potencia s e han calculado valores medios en el rie mpo para cada ace­

lerograma. Las func iones as! obtenidas valen para el sismograma en c ue s t ion

y no para el ensemble de sismogramas, ya que por tra tar s e de procesos no e s­

tac ionar ios , e s ta fuera de c ue s ri on de que valga la hipore s is e rg od ic a .

b) Como s e ha trabajado con ordenadas del acelerograma digitizadas pa­

ra intervalos necesariamente d is c re ro s del tiempo, se introducen en los resul­

tados frecuencias e spure a s ; por la m is rna razon pueden desaparecer frecuen­

e ias que efectivamente e s ta ba n presentes en el sismograma. Una manera de

averiguar s i e s to es as! s e r ia re pe t ir los c a lc u los para otro intervalo de mue s­

treo.

Esta d e fic ie nc ia solo es notable cuando los acelerogramas t ie ne n frecuen­

cias a lta s en los tramos de aceleraciones fuertes. En estos casos los puntas

se suceden muy r a p ida me nte y pr ac t ic arne nte no se pueden intercalar puntos

entre ellos sino hacienda' interpolaciones que solo representan aproximadamen­
te los valores para esos puntos. Esto e s importante porque dado que las ace­

leraciones influyen con su cuadrado en la func ion de auroc orre lac icn , son e s­

tas partes, las de mayor acelerac ion, las que pr ac t ic a me nre determinan el re -

sultado. Para e l resto de los acelerogramas, 0 sea, aque Ilo s de pedodos mas

largos 0 de ac e le rac ione s mas pare ja s, este efecto carece de importancia.
c) Haciendo la integral para avaluar la superficie encerrada por los e s­

pectros de densidad de potencia normalizados, se e nc o ntr o en todos los casos
00

que la superficie era menor que la que debe resultar s e gun la te or ia : f!w)dw=7T,
o

sida func ion de autocorre lac ion e s ta normalizada. Es posible que e ste error se

deba a que no se calcularon las ordenadas de los e s pe c tros para valores de w

cercanos a c ero, Hay dos razones para haber proc ed id o asi: primero, debido a

que la func iou de aut oc orre lac ion s e c a lc u lo para valores de T comprendidos
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entre 0 y 3 seg; 0 y 3,7" s e g ; 0 y 6 s e g , s e gun el intervalo de mue s tre o (y para T

comprendido entre 0 y 1'; seg en el caso de los registros mexicanos), no rie­

ne sentido calcular el valor del e s pe c tro para (U pe quefio , porque los errores

introducldos al considerar e l fe nome no como estacionario resultarian muy gran­

des; segundo, que en la ingenieria antisismica s e presenta muy rara vez e l c a­

so de estructuras con per iod os propios superiores a 3 s e g ,

d) Para calcular e l correlograma se consideraron todos los valores del re­

gistro de aceleraciones disponibles. Esto rie ne el defecto de que e s ta curva

corresponde solo a una parte del Ie ncme no , ya que el a ce ler dgrafo comienzaa

registrar solo una ve z que a c nia el pe ndu lo de partida. Se inf iere de aqui que

la parte Inic ia l del registro s e desconoce. Cosa parecida ocurre con la parte

final que ha sido registrada y c ortada de intento, aunque .la perd ida de la parte

final del acelerograma t ie ne seguramente menos i mpor ta nc ia .

En algunos casos, la perd id a de la parte inicial del registro de ace lera­

c ione s puede ser de importancia. En efecto, algunos acelerogramas comienzan

con aceleraciones tan fuertes como la maxima.

Ahora bien, como el correlograma depende del valor de part ida , por tra­

tarse de procesos transientes, cabe pensar que la primera parte del terremoto

tenga componentes importantes y con caracteristicas diferentes a las del res­

to del re g is tro , 10 que modificaria los resultados obtenidos de una manera que

no e s po s ib le avaluar.

e) El hecho de que la fu nc i on de auroc orre lac ion se haya calculado para

T comprendido entre 0 y 150 I1r, hace que esta func ion a par e z c a c ortada brusca­

mente al final. Esto introduce un error en el e s pe c tr o , Aparecen por este he c ho

en e l espectro de densidad de potencia funciones del t ipo

A sen a «U - (U
o

(38)

S(w)

Fig. VI.
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que introducen valores negativos al lado de las puntas grandes. Estos valores

negativos no tienen significado, ya que el espectro, por definicion, e s pos it i­

vo para todo cu.

La func ion citada corresponde a la transformada coseno de una func ion

sinusoidal truncada.

£) Si en el sismograma hay tr oz o s de sinusoides (c or rada s al comienzo

por la partida del instrumento y c or tad a s al final, porque e l registro se ha pu­

blicado as I), a pare c eran en el espect;o de densidad de pore nc ia funciones del

tipo
B sen2 b (w -

Wo )

(w - W 0 )2
(39)

sew)

Fig. VII.

Las puntas adyacentes a la principal son e s pure a s y aparecen solo porque

e l registro e s ta c e ns ur ado , Del mismo modo, el ancho de banda de la punta

principal resulta func ion de la longitud del registro.
g) En todo caso, los dos efectos descritos en los punt os e) y f) no bastan

aparentemente para explicar la apar ic ion de dos 0 mas puntas de altura seme­

jante en e l espectro, ya que para el e fe c to descrito en el punto e) la re lac ion

entre la altura de la punta principal y las puntas adyacentes e s del orden de

8, y en el caso del fe nome no d e s cr iro en f) dicha r e lac i on es del orden de 22,5.

h) Un e s tud io de los sistemas lineales,9,12 nos permite demostrar que

cualquier osc Ilad or puede considerarse como un filtro cuyas c arac ter is t ic a s

nos las da su funci6n de transferencia. Esta func i on se define como el cuo-

c iente entre las transformadas de las func iones de salida y de entrada de d i­

cho oscilador; por ejemplo si e s rud ia m o s un oscilador que tiene un resorte en

paralelo con un amortiguador como el de la Fig. VIII, la ec uac ion diferencial

del movimiento sera

my + k (y -x ) + c (y - x ) = 0

Aplicando la tra nsforma c ion de Fourier queda
m (i CU)2 Y + k ( Y - X ) + c r ( i(u) ( Y - X) 1 o X=F[x(t )];Y=F(y(t)]
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y

(40)

Los e spec tros �e entrada y salida del oscilador e s ra n ligados por la re Iac ion

x

Ahora,si x(t) es un ruido blanco,Sx(w) es una c ons ranre y el espectro de salida

tiene la forma del cuadrado del modulo de la Iunc ion de transferencia.

Si hacemos el c a lc u Io de esta func i on y colocamos k=m Vg
2

Y c=2kg Yg m

obtenemos justamente e I espectro propuesto por Kanai5,19,15.

Fig. VIII.

_y_= c(iw)+k
x m(iw)2 + c (i w) + k

1 + 4 kg
2

. Cte. (41 )
2 2

( 1 - �)2 + 4 k 2 ..!£._
Y g2 g yg2

Este espectro tiene el defecto de pos e e r pore nc ia total infinita ya que

lim w2 Si (w) ::: 4 kg2 ygl • Cte = Cte .

w .... oo

(42)

Esto no ocurre si colocamos el resorte y el amortiguador en serie. Esto

'da origen 8.1 siguiente e s pe c tr o

Si(W) =

4 k 2

g
w2

-y--2- Cte (43 )
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CONCLUSIONES

a) Un examen de todos los e s pe c tr os de densidad de potencia lle va a la con­

clusion que -Ios registros de ac e lerac Ion de terremotos fuertes e s ta n muy lejos
de poder ser representados como ruidos blanc os.

b) Los correlogramas correspondientes a los registros de aceleraciones obte­

nidos en los EE.UU. yen Santiago de Chile resultan fuertemente amortiguados,
10 cual quiere dec ir que para e 5 to 5 te mb lore 5 la banda de frec ue nc ias e 5 bas­

tante aocha.

c) En cambio, en los r e g is tr os de Ciudad de Mexico, los correlogramas pre­

sentan un amortiguamiento d eb i l , 10 cual significa que una gran par te de la ener­

gia es entregada en una banda de frecuencias relativamente estrecha, 10 que

tambien puede observarse en los espectros respectivos.
d) Pare ce s er que los r e g is tr os de Ciudad de Mexico contienen componentes

determ inistas irnporta nte s ,

e) Las frecuencias correspondientes a las puntas mas importantes que apare­

ce n en los e s pe ctr os de Ciudad de Mexico (Fig. 47 y 48) son bajas, si se las

compara con Ia generalidad de los e s pe c rr o s obtenidos para los acelerogramas
estadounidenses. Esto puede e s tar - y seguramente e s ta - en re lac ion con la

calidad del s ue Io de fundac ion. Analoga observac ion es a p l ic ab le a l registro
obtenido en Seattle en 1949. (Fig. 4") abajo).
f) Eo algunos e s pe c tr o s (por e je rnp l o El Centro) aparecen partes que asemejan

rectang ulos c ompre nd ido s entre dos frecuencias. Esto irnp l ic ar ia que el terre­

moto c orre s pond ie nre podr ia a na l iz ar s e como un ruido blanco de banda l im irada ,

mas un residuo (Fig. 41 abajo).

g) En muchos e s pe c tr os aparecen puntas para frecuenc ias que son rnu lt iplos

de una determinada frecuencia (por ejemplo Fig. 4'\ arriba). La e xp lic ac ion de

e ste fe nome no puede 'ser que en el acelerograma haya una componente pe r i o­

dica, pero no sinusoidal, de frecuencia wo' que por e l proceso de c a lc ul o ha

quedado de s c ompue s ta en sinusoides de frecuencias Woo 2Wo' 3wo , ••• (ana Ii s is

de Fourier). Otra posibilidad es que en e I sismograma existan tr oz os de 51-

ousoide (amortiguadas) de frecuencias woo 2wo• 3wo' •• ' 10 que te ndr ia que ver

con e l fe nome no de rra ns m is i on de la onda sismica a rra v e s de un medio que

puede resonar con e s ta s frecuencias. Esta ultima po s ib i lidad es mas aceptable
cuando se trata de e s pe c tr os con varias puntas de alturas semejantes (Fig. 44,
Hollister C omp. N 89 W).

h) Las puntas que s e observan en los espectros de densidad de potencia coin­

ciden en cuanto a s u ub ic ac i on (frecuencia) con puntas observadas en los e s­

pectros de r e s pue s ta (de velocidad) de Biot. Alford, Martel, Housner y Jen­

nings13 15. Sin embargo, en e l e s pe c tr o de po re nc ia no a pare c e n , 0 a pare c e n
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con menos importancia, las puntas correspondientes a las frecuencias mas

aItas. Esto t ie ne que ver con e I hecho de que los espectros de respuesta tie­

nen re lac Ion con la respuesta maxima de un oscilador simple amortiguado. In­

terviene, por 10 tanto, la ganancia del oscilador, que es d is t inta de la ganan­

eia del filtro de Fourier.

i) Los espectros de densidad de potencia se obtienen a partir del acelero­

grama por medio de operadores lineales. No sucede 10 mismo con los espec­

tros de respuesta de Biot, Housner, etc., que se obtienen calculando los maxi­

mos de una integral de Duhamel. Esto significa que no se pueden obtener de

manera facil las propiedades estadisticas del movimiento del suelo a partir
de los espectros de r e s pue s ta , En cambio, los e s pe c tro s de densidad de po­

tencia calculados en el presente trabajo, expresan d ire c ta rne nte propiedades
del movimiento del suelo y son independientes de las propiedades de las es­

tructuras colocadas sobre aque 1.

j) A partir del e s pe c tr o de densidad de potencia para la ac e le rac ion , se pue­

den obtener los espectros de densidad de poteneia para la veloeidad y el des­

plazamiento, dividiendo por w2 y por w·, r e s pe c t iva rne nte .

k) Cuando se dispone del espectro de densidad de poteneia del movimiento

del suelo, es po s ib le ob te ne r el e s pe c tr o de respuesta de un oscilador lineal,

simplemente mu lt ip l i c a nd o por cp(iW)2, en que cp(iw) es la ganancia comple­
ja del oscilador. Esto supone que no hay feed-back; es decir, que la respues­

ta del oscilador no influye a su vez sobre el movimiento del s ue lo,

1) Es aceptable suponer, debido a las relaeiones del punto j), que el e s pe c tro

de densidad de pote nc ia para las aceleraeiones debe ser nulo en el origen y

e l limite de S (w) cuando w -+ 0 debe s e r ad e m a s del orden de w2,

Si la primera condic ion no se eumpliese r e s u ltar ia que el e s pe c tr o de ve

locidad tendria una punta en el origen. Esto signifiea que el registro de ve lo­

eidades tiene una componente constance 0 sea que las velocidades en el suelo

crecerian indefinidamente en e I t ie mpo ,

Si la segunda c ond ic ion no se cumple resulta una punta en e l origen para

e l espectro de d e s p laz a m ie nro s y, por las mismas razones, el desplazamiento
del suelo creceria indefinidamente en el tiempo.
m) En cambio no es necesario que el limite sea de ord e n igual 0 superior a

cuarr o, Si fuera ig ua l a c ua tr o , el espectro de desplazamientos s e r ia nulo en

e l origen. Esto significarla que el valor medio de! registro de desplazamiento
debe ser nulo, 10 que no es generalmente eierto porque el suelo puede despla­
zarse en total en una cantidad fin ita por e fe c ro del temblor.

n) Los espectros de potencia para las aeeleraeiones tienden a eero c ua nd o w

crece indefinidamente; por 10 menos, a s i apareee d e ntr o del rango de freeuen­

eias para los cuales se r e a l iz o e l c a lc u l o .
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Con mayor razon los espectros correspondientes a las velocidades y a los

desplazamientos tienden a cero cuando (I) tiende a infinito. Por otra parte e s ta

propiedad de los espectros de potencia de las aceleraciones es ne c e s ar ia pa­

ra que la potencia total del proceso sea finita5,12.

0) En reemplazo del e s pe c tr o de Ka na i , se propone el e s pe c tro ;

4 k 2 (1)2
g

).I
2

S «(I) =
g

B (43 )
2 (1)24k2(1- .si: )2 +

g 2 �).Ig g

EI espectro que pr opone mos es de orden dos en el origen y tiende a cero

cuando (1)-+00. La potencia total re s u lta ,
a h ora , finita.

p) Parece ser que el e s pe c tro re c ie n propuesto puede representar bien las en­

volventes de los espectros obre n id os de terremotos reales. Este punro , y la

presencia de puntas en los espectros es algo que vale la pena seguir investi­

gando.
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FIG. 41 PERIODOGRAMAS
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FIG.45 PERIODOGRAMAS
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AUTOCORRELATION FUNCTIONS AND POWER SPECTRAL DENSITY OF

STRONG - MOTION ACC EL EROGRAMS

SUMMARY:

Some statistical properties of strong motion accelerograms considered as sto­

chastic processes are described.A second order description is chosen by means

of autocorrelation functions and power spectral density. A total of 38 o c c el­

erograms were analyzed: 28 are records obtained in the U.S.A.; 2 belong to an

earthquake recorded in Santiago de Chile, and the rest correspond to two earth­

quakes recorded at two different stations in Mexico City. Tracings of the above

mentioned functions are given for all of them.

The results are discussed, specially in connection with two theoretical

models of acce/erograms: the first is a white-noise model and the second o n ,

was proposed by Kanai.




